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V klasicˇni teoriji mehanike fluidov pri resˇevanju diferencialnih enacˇb na makroskopski
prostorski skali obicˇajno predpostavimo trivialni robni pogoj, ki predvideva, da med
fluidom in steno ni zdrsa oziroma je tocˇno ob steni relativna hitrost fluida glede na steno
enaka nicˇ. Ker fluid sestavljajo gibajocˇi se delci in ker so odboji delcev od realne stene
v splosˇnem asimetricˇni, prej omenjeni robni pogoj velja le kot prostorsko povprecˇje in
ne izrazˇa celotnega vpliva stene na tokovne razmere.
Prek analiticˇnih pristopov smo dolocˇili izraze za makroskopske velicˇine ob steni. Pri-
vzeli smo, da se fluid vede kot idealni plin in da delci sledijo zakonom klasicˇne meha-
nike. Steno smo modelirali kot povrsˇino polnesknocˇnega monokristalnega telesa, katere
obliko smo v vzdolzˇni smeri popisali kot periodicˇno funkcijo oz. vrsto. Prek analiticˇnih
modelov, ki dolocˇajo dinamiko odbojev delcev od povrsˇine, in formalizma kineticˇne te-
orije fluidov smo izpeljali izraze, ki dolocˇajo statisticˇna povprecˇja hitrosti in elemente
napetostnega tenzorja ob steni. Ugotovili smo, da so tudi te velicˇine periodicˇne funkcije
polozˇaja vzdolzˇ stene, kar predstavlja netrivialni robni pogoj. Robne pogoje te oblike
smo uposˇtevali v analizi stabilnosti toka in dolocˇili njihov vpliv na pojav nestabilnosti.
Dobljene rezultate smo primerjali z izsledki dosedanjih analiz na tem podrocˇju.
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Abstract
UDC 532:536.92:544.02(0.432)
No.: MAG II/710
The Influence of the Molecular Fluid and Boundary Properties
on the Dynamics of Fluid Flow
Enej Istenicˇ
Key words: Statistical mechanics
Kinetic theory of gases
Monocrystalline solid
Particle scattering
Boundary conditions
Flow instabilities
When solving differential equations on macroscopic lenght scales, we usually impose
the trivial no-slip boundary condition, which assumes zero fluid velocity relative to any
boundaries. However, since fluids consist of moving particles which generally scatter
from boundaries in an asymmetric manner, the aforementioned boundary condition
only holds true as a spatial average and does not fully describe the effects of boundary
properties on fluid flows.
Theoretical methods were used to determine expressions for macroscopic quantities at
solid boundaries. We assumed the fluid to behave as an ideal gas, with gas particles
behaving classically. The boundary was modeled as the surface of a semi-infinite mo-
nocrystalline solid, with the potential energy field determining its shape varying in
position as a periodic function or periodic function series. Using theoretical scatte-
ring models and the formalism of the kinetic theory of fluids, we derived expressions
describing statistical averages of velocity and stress tensor elements at the boundary.
We demonstrated that these quantities are also periodic functions of position, which
together represent a non-trivial boundary condition. Such boundary conditions were
accounted for in the analysis of fluid stability, which allowed us to determine their in-
fluence on instability onset. Results were compared to findings available in literature.
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1 Uvod
1.1 Ozadje problema
Fizikalne probleme v mehaniki fluidov je mogocˇe obravnavati prek razlicˇnih pristopov.
Najpogosteje poskusimo razlozˇiti dogajanje prek klasicˇne teorije mehanike fluidov, v
okviru katere predpostavimo, da se fluidi vedejo kot zvezna snov oziroma kontinuum.
Na tej predpostavki temeljijo teoreticˇne in numericˇne metode, prek katerih lahko do-
bimo zanesljive resˇitve in napovedi na makroskopski prostorski skali (red velikosti 1
m). Po drugi strani je s formalizmom, ki temelji na tej predpostavki, nemogocˇe pra-
vilno popisati dogajanje na prostorskih skalah, ki so bistveno manjˇsih od makroskopske
prostorske skale (red velikosti ≤ 10−6 m). Razlog za to je dejstvo, da je snov sesta-
vljena iz osnovnih gradnikov oziroma delcev, torej atomov ali molekul. To pomeni,
da klasicˇna teorija, ki temelji na predpostavki zvezne snovi, nekaterih pojavov, ki so
posledica lastnosti delcev, interakcij med samimi delci fluida ali med delci fluida in
trdimi povrsˇinami ne more zadovoljivo popisati.
Drugacˇen pristop predstavlja kineticˇna teorija fluidov, ki zˇe v svoji osnovi privzame, da
je snov na mikroskopski prostorski ravni sestavljena iz diskretnih delcev, ki se gibljejo
po prostoru. Gibanje oziroma vedenje delcev na tej prostorski ravni je mogocˇe popisati
tako prek klasicˇne kot tudi prek kvantne mehanike, pri cˇemer je pristop k resˇevanju
odvisen od narave pojava, ki ga obravnavamo. Z uposˇtevanjem dinamike delcev na
mikroskopski prostorski skali je tako mogocˇe preko formalizma statisticˇne mehanike
dolocˇiti povprecˇja spremenljivk, ki predstavljajo velicˇine na makroskopski prostorski
skali. To omogocˇa izpeljavo vodilnih diferencialnih enacˇb na makroskopski prostorski
ravni, na primer Navier-Stokesovih enacˇb, pri cˇemer smo uposˇtevali lastnosti snovi na
mikroskopski skali. Vpliv teh lastnosti izrazˇajo transportni koeficienti, ki se pojavijo
v vodilnih enacˇbah. Na podoben nacˇin je mogocˇe dospeti do izrazov za makroskopske
velicˇine v blizˇini sten oziroma povrsˇin trdih teles, ki uposˇtevajo lastnosti fluida in
povrsˇin na mikroskopski prostorski skali.
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1.2 Cilji naloge
V magistrskem delu bomo obravnavali problem izpeljave komponent makroskopskih
hitrosti in elementov napetostnega tenzorja prek formalizma statisticˇne mehanike in
kineticˇne teorije fluidov. Izpeljavo makroskopskih velicˇin ob steni bomo izvedli prek
fizikalnih modelov, s katerimi opiˇsemo mikroskopsko dinamiko trkov oziroma sipanja
delcev na povrsˇinah. Pri tem predpostavimo, da obravnavamo povrsˇino polneskoncˇnega
monokristalnega telesa, ki jo popiˇsemo prek trigonometricˇne funkcije oziroma trigono-
metricˇne vrste. Izpeljane velicˇine uvedemo v analizo stabilnosti tokovnih polj v obliki
robnih pogojev in dolocˇimo njihov vpliv na stabilnost.
Magistrsko delo je razdeljeno na tri dele:
V prvem delu predstavimo teoreticˇne osnove na podrocˇjih kineticˇne teorije fluidov in
sipanja delcev ob monokristalnih povrsˇinah ter teoreticˇne osnove analize stabilnosti
tokov.
V drugem delu predstavimo teoreticˇne izpeljave hitrosti in elementov napetostnega
tenzorja ob povrsˇini, ki smo jo modelirali na prej omenjeni nacˇin, in analizo vpliva
tako izpeljanih makroskopskih velicˇin na stabilnost tokovnih polj.
V tretjem delu predstavimo napovedi makroskopskih velicˇin ob steni, ki temeljijo na
prej omenjenih teoreticˇnih izpeljavah.
2
2 Teoreticˇne osnove in pregled lite-
rature
2.1 Osnove statisticˇne mehanike
2.1.1 Osnovni formalizem klasicˇne mehanike
V obravnavi fizikalnih pojavov lahko razdelimo prostor na dve razlicˇni dolzˇinski oz.
dimenzijski skali, kjer se opisi fizikalnih pojavov razlikujejo. Na mikroskopski prostor-
ski skali se atomi oz. molekule vedejo kot diskretna tocˇkasta telesa, katerih gibanje
je mogocˇe opisati z zakoni klasicˇne ali kvantne mehanike. Dinamika teh teles temelji
na zakonih ohranitve gibalne kolicˇine in zakonih ohranitve energije. Na makroskopski
prostorski skali pa ne locˇimo med diskretnimi telesi, temvecˇ govorimo o kontinuumu,
pri cˇemer ohranitveni zakoni dobijo drugacˇno obliko. Po drugi strani lahko na ma-
kroskopski skali govorimo o termodinamskih relacijah in velicˇinah, ki za popis stanja
na mikroskopski skali niso primerne. Ohranitvene zakone in relacije, ki veljajo na ma-
kroskopski skali, je mogocˇe prek formulacije statisticˇne mehanike izpeljati iz zakonov
vedenja, ki veljajo na mikroskopski skali.
Statisticˇna mehanika je podrocˇje, ki obsega matematicˇno-fizikalne metode obravnave
velikih mnozˇic teles oz. nekih gradnikov, in tako predstavlja povezavo med mikroskop-
sko in makroskopsko prostorsko skalo.
Na mikroskopski skali je mogocˇe vedenje delcev popisati na identicˇen nacˇin, kot to
storimo v formalizmu klasicˇne mehanike. Polozˇaj delca in njegovo hitrost v prostoru
lahko podamo z vektorjem polozˇaja in vektorjem hitrosti:
r(t) = (x(t),y(t),z(t)) = x(t)ex + y(t)ey + z(t)ez, (2.1)
v(t) =
d
dt
r(t) = (ẋ(t),ẏ(t), ż(t)) = ẋ(t)ex + ẏ(t)ey + ż(t)ez, (2.2)
kjer so x, y in z koordinate delca v nekem globalnem koordinatnem sistemu in so
v splosˇnem odvisne od cˇasa, ex, ey in ez pa so enotski vektorji v prej omenjenem
koordinatnem sistemu.
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V primeru, da imamo obravka z delci oz. telesi, ki jim lahko pripiˇsemo neko dimenzijo,
jim pripiˇsemo vektor polozˇaja in translacijske hitrosti tezˇiˇscˇa:
rT (t) = (xT (t),yT (t),zT (t)) = xT (t)ex + yT (t)ey + zT (t)ez, (2.3)
vt(t) =
d
dt
rt(t) = (ẋt(t),ẏt(t), żt(t)) = ẋT (t)ex + ẏT (t)ey + żT (t)ez. (2.4)
V tem primeru lahko podamo tudi cˇasovno odvisno kotno hitrost delca v lastnem
tezˇiˇscˇnem koordinatnem sistemu.
ω(t) = θ̇x(t)ux(t) + θ̇y(t)uy(t) + θ̇z(t)uz(t), (2.5)
kjer so ux(t), uy(t) in uz(t) cˇasovni odvisni vektorji usmeritve v lokalnem tezˇiˇscˇnem
koordinatnem sistemu, θ̇x(t), θ̇y(t) in θ̇z(t) pa so cˇasovni odvodi Eulejevih orientacijskih
kotov.
Kinematicˇne velicˇine, predstavljene v izrazih (2.3)-(2.5), in zunanje sile, ki delujejo na
telo, so prikazane na spodnji sliki:
Slika 2.1: Opis gibanja telesa v klasicˇni mehaniki.
Dinamiko gibanja lahko povzamemo na vecˇ nacˇinov. Prvi je 2. Newtonov zakon:
Fi(ri,t) = m
d2ri(t)
dt2
, (2.6)
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kjer je Fi(t) i-ta komponenta sile, ki je v splosˇnem odvisna od polozˇaja in cˇasa, ri(t),
pa je i-ta komponenta pozicijskega vektorja, ki je v splosˇnem odvisna od cˇasa. Problem
je mogocˇe zapisati tudi prek Lagrangeve enacˇbe:
d
dt
∂L(qi(t), q̇i(t), t)
∂q̇i
=
∂L(qi(t), q̇i(t), t)
∂qi
, (2.7)
kjer je L(qi, q̇i, t) Lagrangeva funkcija, qi(t) pa posplosˇena koordinata polozˇaja. La-
grangeva funkcija je enaka izrazu L = 1
2
mq̇2 − V (qi), kjer prvi cˇlen 12mq̇2 predstavlja
kineticˇno energijo, drugi cˇlen V (qi) pa predstavlja potencialno energijsko polje. Soro-
dna Lagrangevi je Hamiltonova enacˇba oz. sistem Hamiltonovih enacˇb:
dqi(t)
dt
=
∂H(qi, Gi,t)
∂Gi
,
dGi(t)
dt
= −∂H(qi, Gi,t)
∂qi
,
(2.8)
kjer je Gi = mq̇i gibalna kolicˇina delca in H Hamiltonova funkcija: H = 12mq̇2+V (qi),
ki je enakovredna celotni energiji enega delca oz. sistema.
Osnovni problem statisticˇne predstavlja dolocˇitev dinamike sˇtevila N delcev, ki se na-
hajajo v neki obravnavani domeni, na katere deluje neka mnozˇica sil in za katere so
poznani zacˇetni pogoji: ri,n(t = 0) in vi,n(t = 0). To pomeni, da zˇelimo za vse delce
dolocˇiti izraz, ki popisuje cˇasovno odvisno spreminjanje krajevnih vektorjev delcev
ri(t). Ta problem je mogocˇe ob poznavanju delujocˇih sil zapisati prek 2. Newtonovega
zakona (2.6) kot sistem diferencialnih enacˇb 2. reda:
Fi,1 = m
d2ri,1(t)
dt2
,
Fi,2 = m
d2ri,2(t)
dt2
,
Fi,3 = m
d2ri,3(t)
dt2
,
.
.
.
Fi,N = m
d2ri,N(t)
dt2
.
(2.9)
Izkazˇe se, da je z vidika racˇunske izvedljivosti tak pristop smiselen samo za popis
fizikalnih pojavov na mikroskopski skali, medtem ko za popis pojavov na makroskopski
skali, kjer lahko govorimo o kontinuumu, ni primeren.
Zadovoljivo splosˇno razlago formalizma klasicˇne mehanike podaja vir [1].
5
Teoreticˇne osnove in pregled literature
2.1.2 Funkcija gostote verjetnosti
Cˇe zˇelimo na podlagi zakonitosti, ki dolocˇajo vedenje in dinamiko diskretnih delcev,
izpeljati relacije za velicˇine, ki veljajo za zvezno snov, je potrebno uporabiti metode
statisticˇne analize. Cˇe znamo statisticˇno popisati vedenje delcev oziroma poznamo
funkcijo, ki dolocˇa verjetnosti, da delcem pripiˇsemo vrednosti nekih fizikalnih spremen-
ljivk, lahko s tem pristopom napovemo povprecˇno vedenje mnozˇice delcev. To funkcijo
imenujemo funkcija gostote verjetnosti:
f(x1,x2,...,xn), (2.10)
kjer zgornji zapis kazˇe, da je lahko v splosˇnem odvisna od n razlicˇnih spremenljivk. Ta
funkcija dolocˇa verjetnost, da neka mnozˇica spremenljivk x1,x2,...,xn zavzame vrednosti
v intervalu [x1, x1 + dx1] × [x2, x2 + dx2] × ... × [xn, xn + dxn]. Cˇe prej omenjena
funkcija opisuje vedenje N delcev, posledicˇno dolocˇa relativni delezˇ delcev dN , katerih
vrednosti spremenljivk se nahajajo v tem intervalu.
Funkcija gostote verjetnosti je v splosˇnem odvisna od zakonitosti, ki dolocˇajo dinamiko
mikroskopskih delcev, kar pomeni, da je mogocˇe funkcijo gostote verjetnosti izpeljati,
cˇe poznamo prej omenjeni zakonitosti. Verjetnosti hitrosti oz. komponent hitrosti
enoatomnih delcev, med katerimi ni delujocˇih sil in ki se svobodno gibljejo v trodimen-
zijski domeni (vx,vy,vz) ∈ R3, pri cˇemer so kot celoten sistem v termicˇnem ravnovesju,
opisuje znana Maxwell-Boltzmannova funkcija:
fMB(vi) =
(︃
md
2πkBT
)︃3/2
e
−mdvivi
2kBT , (2.11)
kjer je md masa delca, vivi predstavlja kvadrat absolutne vrednosti vektorja hitrosti
delca, T predstavlja temperaturo in kB = 1,3806 · 10−23 JK je Boltzmannova kon-
stanta. Izvirni izpeljavi Maxwell-Boltzmannove funkcije podajajo dela Maxwella in
Boltzmanna [2–5]. Sodobnejˇso izpeljavo prek osnovnih principov statisticˇne mehanike
podaja vir [6].
Maxwell-Boltzmannova funkcija, prikazana v enacˇbi (2.11), ima svoj globalni maksi-
mum na mestu vi = vj = vk = 0, kar pomeni, da je najverjetnejˇsa vrednost vseh treh
komponent hitrosti enaka 0 .
Cˇe na isti nacˇin analiziramo verjetnosti za sistem, kjer je dinamika delcev taksˇna, da se
vsi delci v povprecˇju gibljejo z nekim vektorjem hitrosti, lahko za tak sistem zapiˇsemo
funkcijo gostote verjetnosti:
fMB,p(vi) =
(︃
md
2πkBT
)︃3/2
e
−md(vi−vi)(vi−vi)
2kBT , (2.12)
kjer vi predstavlja komponento vektorja povprecˇne hitrosti v = (vi,vj,vk),s katero se
gibljejo delci.
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Slika 2.2: Navadna in premaknjena Maxwell-Boltzmannova funkcija gostote
verjetnosti za argon pri T = 300 K.
Na zgornji sliki sta prikazani navadna in premaknjena Maxwell-Boltzmannova funkcija
gostote verjetnosti za eno komponento hitrosti, kot ju podajata spodnji enacˇbi:
fMB(vx) =
(︃
md
2πkBT
)︃1/2
e
−mdv
2
x
2kBT (2.13)
fMB,p(vx) =
(︃
md
2πkBT
)︃1/2
e
−md(vx−vx)
2
2kBT . (2.14)
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2.1.3 Statisticˇna povprecˇja velicˇin
Operacija, s katero preidemo z opisa na prostorski skali delcev na prostorsko skalo
zvezne snovi, je statisticˇno povprecˇenje. Cˇe neko spremenljivko, ki dolocˇa stanje delca
mnozˇimo s funkcijo, ki dolocˇa verjetnost, da ta delec zavzema to stanje, in dobljeno novo
funkcijo integriramo prek celotnega intervala vrednosti vseh spremenljivk, ki dolocˇajo
to verjetnost, dospemo do statisticˇnega povprecˇja. Cˇe to operacijo izvedemo za do-
volj veliko sˇtevilo nekih delcev, npr. atomov oz. molekul, lahko tako dolocˇimo ma-
kroskopsko povprecˇje. Razlago, kako statisticˇno povprecˇenje predstavlja prehod na
makroskopske velicˇine, predstavlja delo Chapmana in ostalih avtorjev [7].
Za spremenljivko, ki je v splosˇnem odvisna od polozˇaja ri in hitrosti vi, pri cˇemer
povprecˇimo po celotnem intervalu hitrosti, to operacijo definiramo kot:
Ψ(t) = ⟨ψ(ri,vi)⟩ =
∫︂∫︂∫︂
n(ri)ψ(ri,vi)f(ri,vi,t) dvi dvj dvk, (2.15)
kjer je funkcija f(ri,vi,t) funkcija gostote verjetnosti, ki je odvisna od polozˇaja ri,
hitrosti delcev vi in cˇasa t, ψ(ri,vi) pa je neka spremenljivka, ki dolocˇa stanje delca,
npr. hitrost: ψ = vi. Velicˇina n(ri) je sˇtevilska gostota in predstavlja sˇtevilo delcev
na enoto volumna. V primeru, ko povprecˇimo tudi prek prostorskih koordinat, lahko
statisticˇno povprecˇje definiramo kot:
Ψ(t) = ⟨⟨ψ(ri,vi)⟩⟩ =
∮︂
∂V
∫︂∫︂∫︂
n(ri,t)ψ(ri,vi)f(ri,vi,t) dvi dvj dvk dri drj drk, (2.16)
kjer je ∂V domena, po kateri integriramo po prostoru. Pri dolocˇitvi statisticˇnih pov-
precˇij velicˇin se opremo na sledecˇe vrednosti integralov:
∞∫︂
−∞
e−ax
2
dx =
√︃
π
a
, (2.17)
∞∫︂
0
xne−ax
2
dx =
{︃
1
2
(2k−1)!!
2k+1ak
√︁
π
a
;n = 2k, k ∈ N
k!
2ak+1
;n = 2k + 1, k ∈ N , (2.18)
∞∫︂
−∞
xne−ax
2
dx =
{︃
(2k−1)!!
2k+1ak
√︁
π
a
;n = 2k, k ∈ N
0 ;n = 2k + 1, k ∈ N , (2.19)
∞∫︂
−∞
xe−a(x−b)
2
dx = b
√︃
π
a
. (2.20)
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Izraze (2.17), (2.18), (2.19), (2.20) smo povzeli po viru [8].
Nadalje lahko pokazˇemo, kako statisticˇna povprecˇja predstavljajo prehod na makro-
skopske velicˇine, ki dolocˇajo dogajanje na prostorski ravni kontinuuma. Gostoto v
skladu z izrazom (2.15) definiramo kot:
ρ(ri) = ⟨md⟩ =
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
md · n(ri)f(ri,vi,t) dvi dvj dvk, (2.21)
kjer je splosˇna lastnost ψ masa delca md. Komponento vektorja makroskopske hitrosti
definiramo kot:
vi(ri) =
⟨︃
vi
n(ri)
⟩︃
=
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
vi · f(ri,vi,t) dvi dvj dvk, (2.22)
kjer je splosˇna lastnosti ψ enaka komponenti vektorja hitrosti vi, ki ga delimo s sˇtevilsko
gostoto n. To napravimo zato, ker je makroskopska hitrost kinematicˇna velicˇina in zato
statisticˇno ni odvisna od sˇtevilske gostote, temvecˇ le od porazdelitve verjetnosti hitrosti
delcev.
Z namenom izpeljav drugih velicˇin definiramo pojem relativne hitrosti:
ci = vi(ri)− vi(ri) (2.23)
V zgornji enacˇbi predstavlja vi hitrost delca v nekem globalnem referencˇnem sistemu, vi
pa predstavlja hitrost delca glede na referencˇni sistem, ki se giblje s hitrostjo vi. Velicˇina
ci tako popisuje nakljucˇno gibanje delca vi pa deterministicˇno. Ker je nakljucˇni del
gibanja delcev odvisna od trkov med delci, je v splosˇnem neodvisen od polozˇaja delcev.
Napetostni tenzor oziroma element napetostnega tenzorja σij lahko definiramo kot
statisticˇno povprecˇje pretoka gibalne kolicˇine v smeri komponente i glede na normalo
povrsˇine, ki je vzporedna komponenti hitrosti j. Pri tem povprecˇimo pretok gibalne
kolicˇine posameznih delcev glede na makroskopsko hitrost, kar pomeni, da zapiˇsemo
komponento gibalne kolicˇine kot: Gi = md(vi − vi). Tako dobimo izraz:
σij = ⟨Gi(vj − vj)⟩ =
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
md(vi−vi)(vj−vj) n(ri)·f(ri,vi,t) dvi dvj dvk. (2.24)
V primeru, ko je i = j, zgornji integral predstavlja tlak oz. kineticˇno definicijo tlaka.
Ogled tega izraza nam razkrije tudi dejstvo, da je zaradi komutativnosti produkta
(vi − vi)(vj − vj) element napetostenga tenzorja σij enak elementu σji, ki je v skladu
s klasicˇno teorijo mehanike fluidov enakovredno nacˇelu o ohranitvi vrtilne kolicˇine.
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Notranja energija, ki predstavlja makroskopsko povprecˇje celotne energije, dolocˇa izraz:
U =
⟨︃⟨︃
1
2
md|vi − vi|2
⟩︃⟩︃
=
=
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
∞
∮︂
∂V
1
2
md|vi − vi|2n(ri) · f(ri,vi,t) dvi dvj dvk dri drj drk.
(2.25)
V tem primeru smo izvedli povprecˇje v skladu z izrazom (2.16), saj je makroskopska
notranja energija ekstenzivna velicˇina, torej je odvisna od sˇtevila delcev, ki se nahajajo
v domeni ∂V . Ker notranja energija predstavlja statisticˇno povprecˇje kineticˇne energije
delcev na mikroskopski prostostni skali, ne uposˇtevamo prispevka kineticˇne energije,
ki je posledica makroskopskega gibanja oziroma povprecˇne hitrosti, s katero se giblje
snov kot kontinuum. Na podoben nacˇin lahko dolocˇimo entalpijo, ki je v klasicˇni
termodinamiki definirana kot H = U + pV , kot:
H =
⟨︃⟨︃
md(vi − vi)2 + 1
2
md|vi − vi|2
⟩︃⟩︃
=
=
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∮︂
∂V
md(vi − vi)n(ri) · f(ri,vi,t) dvi dvj dvk dri drj drk +
+
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∮︂
∂V
1
2
md|vi − vi|2n(ri) · f(ri,vi,t) dri drj drk dvi dvj dvk.
(2.26)
Gostoto toplotnega toka oz. komponento vektorja gostote toplotnega toka qi lahko
definiramo kot statisticˇno povprecˇje pretoka kineticˇne energije delcev v smeri kompo-
nente hitrosti vi. Tako kot pri izpeljavi enacˇbe (2.25) uposˇtevamo le kineticˇno energije
delcev na mikroskopski skali, saj toplotni tok predstavlja mehanizem prenosa energije
na tej prostorski skali. Tako dobimo:
q̇ =
⟨︃
1
2
md(vi − vi)|vi − vi|2
⟩︃
=
=
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
md(vi − vi)|vj − vj|2n(ri) · f(ri,vi,t) dvi dvj dvk.
(2.27)
10
Teoreticˇne osnove in pregled literature
Cˇe povprecˇimo prek premaknjene Maxwell-Boltzmannove funkcije gostote verjetnosti,
kot jo podaja izraz (2.12), je mogocˇe izpeljati izraze, znane iz klasicˇne mehanike oz.
termodinamike. To pokazˇemo v nekaj sledecˇih primerih. Dolocˇitev integrala enacˇbe
(2.21) da izraz:
ρ = md · n(ri)
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
∞∫︂
0
v20e
−mdv
2
0
2kBT dv0 = m · n(ri) = ρ(ri), (2.28)
pri cˇemer smo integracijske spremenljivke zapisali v polarni obliki. Makroskopska hi-
trost, ki jo dolocˇimo z integralom (2.22) je enaka:
vx(ri,t) =
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
∞∫︂
−∞
vxe
−md(vx−vx)
2
2kBT dcx
∞∫︂
−∞
e
−md(vx−vy)
2
2kBT dcy
∞∫︂
−∞
e
−md(vx−vz)
2
2kBT dcz
= vx(ri,t),
(2.29)
kjer smo uposˇtevali rezultata integralov (2.17) in (2.20). Tlak, kot ga podaja izraz
(2.24), je enak:
p(ri,t) = σxx =
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
n(ri)
∞∫︂
−∞
c2xe
−mdc
2
x
2kBT dcx
∞∫︂
−∞
e
−mdc
2
y
2kBT dcy
∞∫︂
−∞
e
−mdc
2
z
2kBT dcz =
= n(ri,t)kBT,
(2.30)
kjer smo uposˇtevali identiteti (2.17) in (2.19). Razvidno je, da je zgoraj izpeljani izraz
enakovreden splosˇni plinski enacˇbi p = ρRT , ki ga poznamo kot konstituitivni zakon,
ki najbolje velja v priblizˇku idealnega plina. Notranja energija, kot jo podaja izraz
(2.25), pa je enaka:
U =
1
2
md
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
∮︂
∂V
n(ri)dV
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
c20e
−mdc
2
0
2kBT dcx dcy dcz =
=
1
2
md
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
∮︂
∂V
n(ri)dV · 4π
∞∫︂
0
c40e
−mdc
2
0
2kBT dc0 =
=
3
2
NkBT,
(2.31)
kjer je N sˇtevilo delcev v obravnavani domeni. Za zgornji izraz lahko ob uposˇtevanju
definicije specificˇne plinske konstante R = kB
md
pokazˇemo, da je enak U = 3
2
mRT , kjer
je m masa vseh delcev v domeni oziroma masa na nivoju kontinuuma.
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Pri izpeljavi izraza za entalpijo predpostavimo, da so vse tri komponente relativne
hitrosti priblizˇno enake: cx ≈ cy ≈ cz. Ker velja c2x + c2y + c2z = c20, posledicˇno velja
cx ≈ 13c20. Iz tega sledi identiteta: mdc2x + 12mdc20 ≈ 12mdc20 + 13mdc20 = 56mdc20, ob
uposˇtevanju katere lahko prek izraza (2.26) izpeljemo:
H =
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∮︂
∂V
n(ri)
(︃
1
2
mdc
2
0 +mc
2
x
)︃
· f(ri,ci,t) dx dy dz dcx dcy dcy =
= 4π
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
∮︂
∂V
n(ri)dV
∞∫︂
0
5
6
mdc
4
0 e
−mdc
2
0
2kBT dc0 =
=
5
2
NkBT,
(2.32)
pri cˇemer smo uposˇtevali identiteto (2.18). Toplotni tok, kakor ga definira izraz 2.27,
je enak:
q̇ = n(ri)
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
md cx(cjcj) · f(ri,ci,t) dcx dcy dcy = 0, (2.33)
kar je posledica izraza (2.19). Zgornji izraz pravzaprav kazˇe na to, da Maxwell-
Boltzmannova funkcija gostote verjetnosti velja za sistem delcev, ki so v termodi-
namskem ravnovesju, v katerem ni temperaturnih gradientov in posledicˇno toplotnih
tokov.
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2.2 Dinamika binarnih trkov
Kvantitativen popis interakcij med delci je potreben za dolocˇitev vpliva trkov med delci
na makroskopsko oz. kontinuumsko dogajanje. Pri opisovanju dogajanja na mikroskop-
ski skali se omejimo na obravnavo v redkih plinih, pri cˇemer se med trki posamezni
delci vecˇino cˇasa gibljejo dalecˇ vsaksebi. To nam olajˇsa nadaljno obravnavo, saj lahko
tako privzamemo, da so trki med delci binarni oziroma se medsebojne interakcije med
delci pojavljajo samo v parih.
Cˇeprav se med realnimi atomi in molekulami pojavljajo interakcijske sile, ki jih je
mogocˇe natancˇno opisati le prek formalizma kvantne mehanike, je za opis dogajanja
v modelu idealnega plina zˇe primerna klasicˇna obravnava, kjer predpostavimo, da se
atomi oz. molekule vedejo kot klasicˇni togi delci. Potencialno energijsko polje okoli
taksˇnega delca je mogocˇe zapisati s predpisom:
V (r) =
{︃ ∞ ; r ≤ rkol
0 ; r > rkol
, (2.34)
kjer je r razdalja od srediˇscˇa delca v radialni smeri in rkol kolizijski polmer. Kolizijski
premer dkol, ki je dvakratnik kolizijskega radija, predstavlja najmanjˇso bocˇno razdaljo
med srediˇscˇema dveh delcev, pri kateri pride do trka. Pojasnilo kolizijskega premera
podaja spodnja slika:
Slika 2.3: Razlaga kolizijskega premera.
Opis dinamike binarnih trkov delcev temelji na zakonih ohranitve gibalne kolicˇine in
energije. Cˇe privzamemo, da so trki med delci elasticˇni, lahko ohranitvena zakona za
trk delcev 1 in 2 zapiˇsemo kot:
m1v
′
1,i +m2v
′
2,i = m1v1,i +m2v2,i (2.35)
1
2
m1v
′2
1 +
1
2
m2v
′2
2 =
1
2
m1v
2
1 +
1
2
m2v
2
2 (2.36)
kjer sta v′1,i in v
′
2,i komponenti zacˇetnih hitrosti delcev 1 in 2, v1,i in v2,i pa sta kompo-
nenti koncˇnih hitrosti delcev.
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Za namene nadaljnje analize uvedemo nove spremenljivke
M1 =
m1
m1 +m2
,
M2 =
m2
m1 +m2
,
g′21,i = v
′
2,i − v′1,i = −g′12,i,
g21,i = v2,i − v1,i = −g12,i,
(2.37)
kjer staM1 inM2 reducirani masi sistema in g
′
21,i ter g21,i komponenti relativne zacˇetne
in koncˇne hitrosti. Za slednji velicˇini velja:
g21,i = 2(g
′
21,j · kj)ki (2.38)
Nadalje uvedemo enotski vektor trka k = (ki,kj,kk), ki je soosen zveznici med tezˇiˇscˇema
delcev v trenutku, ko ta trcˇita. Koncˇni hitrosti v odvisnosti od prej omenjenih para-
metrov tako zapiˇsemo kot:
v1,i = v
′
1,i − 2M2(g′21,j · kj)ki,
v2,i = v
′
2,i − 2M2(g′21,j · kj)ki.
(2.39)
Razlago velicˇin, ki se pojavijo izrazih (2.35), (2.36), (2.38) in (2.39), podaja spodnja
slika:
Slika 2.4: Binarni trk v ravnini.
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V okviru obravnave trkov in interakcij med delci lahko na podlagi poznane dinamike
trkov definiramo funkcijo, ki dolocˇa verjetnost, da imata vektorja koncˇnih hitrosti
neko usmeritev, cˇe sta poznani usmeritvi vektorjev zacˇetnih hitrostih. To funkcijo
imenujemo kolizijski presek:
I = I(g21,Ω) (2.40)
in je v splosˇnem odvisna od relativne hitrosti delcev g21 in geometrijskih znacˇilnosti
trka. Kolizijski presek dolocˇa verjetnost, da se delca, ki imata zacˇetni hitrosti v1z,i in
v2z,i odbijeta tako, da sta njuni koncˇni hitrosti enaki v1k,i in v2k,i. Tako enakovredno
dolocˇa verjetnosti, da absolutna vrednost relativne hitrosti delcev g21 in enotski vektor
k po trku zavzameta neki vrednosti, cˇe sta bili njuni vrednosti pred trkom enaki g′21 in
k′. Porazdelitev teh verjetnosti je v splosˇnem odvisna od relativne hitrosti delcev g21
in geometrijskih znacˇilnosti trka, ki so odvisne od prostorskega kota Ω.
Diferencialni kolizijski presek oziroma diferencial kolizijskega preseka lahko za trk dveh
togih sfer zapiˇsemo kot:
IdΩ = b db dϕ, (2.41)
kjer sta b in ϕ spremenljivki, s katerimi opiˇsemo geometrijo trka v polarnih koordinatah,
pri cˇemer b predstavlja radialno razdaljo med tirnicama delcev, ϕ pa polarni kot. V
primeru trka dveh togih delcev lahko zapiˇsemo diferencialni kolizijski presek kot:
b db dϕ = −1
4
d2kol sin (χ)dχ, (2.42)
kjer χ predstavlja kot med apsidnicama (ang. apse line) tirnic delca oziroma kot med
smerema tirnic pred in po trku. Obsezˇen pregled s podrocˇja matematicˇne obravnave
binarnih trkov podaja vir [7].
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2.3 Boltzmannova enacˇba
V podpoglavju 2.1.2 smo pojasnili, da je v splosˇnem funkcija gostote verjetnosti odvisna
od mnozˇice spremenljivk, npr. polozˇaja v prostoru, hitrosti delcev in cˇasa. Vplivi na
gibanje delcev na mikroskopski prostorski skali, kot so trki med delci ali zunanja poten-
cialna energijska polja (npr. gravitacijsko ali elektromagnetno polje), tako posledicˇno
vplivajo tudi na porazdelitev verjetnosti, kar pomeni, da je tudi funkcija gostote verje-
tnosti odvisna od teh vplivov. Obsezˇen pregled literature na podrocˇju Boltzmannove
enacˇbe in izpeljave same enacˇbe podajajo viri [7, 9–13].
Boltzmannova enacˇba popisuje spreminjanje funkcije gostote verjetnosti od zunanjih
vplivov. Za funkcijo gostote verjetnosti hitrosti delcev, ki se gibljejo v zunanjem po-
tencialnem energijskem polju oz. polju zunanje sile, lahko zapiˇsemo totalni diferencial:
df =
∂f(ri,vi,t)
∂t
dt+
∂f(ri,vi,t)
∂xi
dxi +
∂f(ri,vi,t)
∂vi
dvi. (2.43)
Iz tega sledi izraz za totalni odvod funkcije:
df
dt
=
∂f
∂t
+ vi
∂f
∂xi
+
Fi
md
∂f
∂vi
, (2.44)
kjer so vi hitrosti delcev v nekem globalnem referencˇnem sistemu in kjer je Fi(ri,t) neka
zunanja sila. Zgoraj prikazani izraz dopolnimo s t.i. kolizijskim cˇlenom, ki uposˇteva
trke med delci. V splosˇnem je to nek nelinearni cˇlen C(ri,vi), ki popisuje trke oz.
povprecˇno vedenje delcev med trki na podlagi relativnih delezˇev delcev, katerih hitrosti
se spremenijo ob trkih z ene vrednosti na drugo. Cˇlen je odvisen od hitrosti delcev in
dinamike trkov med delci, s cˇimer popisuje vpliv delovanja medsebojnih sil med delci.
Celotna Boltzmannova enacˇba je enaka:
df
dt
=
∂f
∂t
+ vi
∂f
∂xi
+
Fi
md
∂f
∂vi
= Cf. (2.45)
Kolizijski cˇlen temelji na formalizmu, s katerim popiˇsemo dinamiko binarnih trkov,
predstavljenem v poglavju 2.2. Kolizijski cˇlen je enak:
Cf =
∫︂ ∫︂ ∫︂
(f1f2 − f ′1f ′2) g21 I(g21,Ω) dΩ dv′1,x dv′1,y dv′1,z, (2.46)
kjer sta f1k in f2k funkciji gostot verjetnosti hitrosti delcev po trku, f1z in f2z pa
sta funkciji gostot verjetnosti hitrosti delcev pred trkom. Skupaj predstavljajo gostote
verjetnosti hitrosti vseh parov delcev, ki so udelezˇeni v trkih. Velicˇina g21,0 je absolutna
vrednosti relativne hitrosti, ki je za elasticˇne trke enaka pred in po trku, I(g21,0,Ω)
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pa predstavlja kolizijski presek. Z integralom po diferencialnem elementu prostorskega
kota uposˇtevamo vse mozˇne geometrijske konfiguracije oziroma vse mozˇne smeri delcev
po trku.
Boltzmannova diferencialna enacˇba v je diferencialno-integralska enacˇba, ki predstavlja
osnovni problem kineticˇne teorije fluidov, saj resˇitev te enacˇbe predstavlja funkcijo
gostote verjetnosti hitrosti delcev f(ri,vi,t) za nek fizikalni sistem. Cˇe poznamo resˇitev
Boltzmannove enacˇbe, lahko napovemo statistiko vedenja delcev in posledicˇno dolocˇimo
makroskopska povprecˇja prek formalizma, prikazanega v poglavju 2.1.3.
V splosˇnem velja, da je brez nekaterih poenostavitev in aproksimacij Boltzmannovo
enacˇbo analiticˇno nemogocˇe resˇiti, cˇeprav je dosedanje teoreticˇno delo na podrocˇju
resˇevanja Boltzmannove enacˇbe pokazalo, da v dolocˇenih primerih obstajajo analiticˇne
resˇitve, kar je podano v delu avtorjev Gressmanna in Straina [14]. Kljub temu je
z metodami, kakrsˇna je npr. Chapman-Enskogova metoda, iz Boltzmannove enacˇbe
dospeti do ohranitvenih zakon, ki veljajo na nivoju kontinuuma.
2.4 Chapman-Enskogova metoda resˇitve
Chapman-Enskogova metoda resˇitve Boltzmannove enacˇbe predstavlja osnovo za iz-
peljavo ohranitvenih zakonov mehanike fluidov (Navier-Stokesove enacˇbe) prek forma-
lizma kineticˇne teorije fluidov. Prek tako storjenih izpeljav je mogocˇe tudi priti do
analiticˇnih izrazov za transportne koeficiente, kot sta koeficienta toplotne prevodnosti
in dinamicˇne viskoznosti, v odvisnosti od spremenljivk, ki opisujejo lastnosti snovi na
mikroskopski prostostni skali. Chapman-Enskogova metoda je natancˇno in podrobno
razlozˇeno v delih Chapmana in Enskoga [10, 15]. Celovito razlago podaja tudi delo
Chapmana in Cowlinga [7].
Chapman-Enskogova metoda temelji na tem, da funkcijo gostote verjetnosti hitrosti
delcev razvijemo v sˇtevilsko vrsto:
f = f0 + ϵ · f1 + ϵ2 · f2 + ... =
∞∑︂
n=0
ϵn · fn, (2.47)
kjer je ϵ parameter pertrubacijskega razvoja, in je enak redu velikosti Knudsenovega
sˇtevila Kn. Knudsenovo sˇtevilo je brezdimenzijsko sˇtevilo, ki predstavlja razmerje med
povprecˇno prosto potjo delcev lmfp in neko karakteristicˇno dolzˇino L0:
Kn =
kBT√
2πd2kol pL0
. (2.48)
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Cˇlen najnizˇjega reda je enak lokalni premaknjeni Maxwell-Boltzmannovi funkciji, kakor
jo podaja izraz (2.12). Funkcijo poimenujemo kot lokalno, ker ima lastnosti polja in je
zato lokalna odvisna od koordinat polozˇaja v prostoru. Cˇleni f1, f2,..., ki predstavljajo
popravke viˇsjih redov, so linearno odvisni od f0:
fn = f0 · ϕn. (2.49)
V enacˇbi (2.49) spremenljivka ϕn predstavlja razmerje med korekcijskim cˇlenom n-
tega reda in Maxwell - Boltzmannovo porazdelitvijo. Cˇleni oz. popravki v Chapman-
Enskogovem razvoju se med seboj razlikujejo po amplitudi in cˇasovni frekvenci spre-
minjanja, pri cˇemer se cˇleni nizˇjih redov spreminjajo v cˇasu z nizˇjo amplitudo in viˇsjo
frekvenco. Konvergenca Chapman-Enskogovega razvoja sicer ni absolutna, kar so v
svojem delu pokazali avtorji Santos, Brey in Dufty [16].
Iskanje resˇitve po Chapman-Enskogovi metodi poteka tako, da perturbacijsko vrsto
(2.47) vstavimo v Boltzmannovo enacˇbo (2.45), pri cˇemer na sledecˇi nacˇin razvijemo v
perturbacijsko vrsto tudi cˇasovni odvod:
∂
∂t
=
∂
∂t0
+ ϵ · ∂
∂t1
+ ϵ2 · ∂
∂t2
+ ... =
∞∑︂
n=0
ϵn · ∂
∂tn
. (2.50)
Nadalje primerjamo cˇlene glede na koeficiente oziroma eksponente perturbacijskega
parametra ϵ. Cˇe uposˇtevamo le konstantni in linearni cˇlen perturbacijske vrste oz.
cˇlena reda 0 in ϵ:
f = f0 + f1 = f0 + f0 · ϕ1 = f0 · (1 + ϕ1), (2.51)
je mogocˇe ob primernih transformacijah zapisati Boltzmannovo enacˇbo kot:
f0
(︃
md
kBT
(︃
cicj − 1
3
c2δij
)︃
:
∂vj
∂xi
+
(︃
mdc
2
2kBT
− 5
2
)︃
ci
T
∂T
∂xi
)︃
=
=
∞∫︂
∞
∞∫︂
∞
∞∫︂
∞
f0,1f0,2(ϕ1ϕ2 − ϕ′1ϕ′2) g21 I(g21,Ω) dΩ dv′1,x dv′1,y dv′1,z,
(2.52)
kjer smo s simbolom : oznacˇili dvojni skalarni produkt. Transformacije pojasnjuje
vir [7]. Funkcije ϕ, ki resˇijo zgornjo enacˇbo, imajo obliko:
ϕ = − 1
n
[︄√︃
2kBT
md
Ai
d
dxi
ln(T ) + 2Bij :
dvi
dxj
]︄
, (2.53)
kjer je Ai neka vektorska in Bij neka tenzorska funkcija.
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Z uvedbo nove brezdimenzijske spremenljivke:
Ci =
√︃
md
2kBT
ci (2.54)
lahko zapiˇsemo prej omenjeni funkciji Ai in Bij kot:
Ai(Ci) = Ci A(C), (2.55)
Bij(Ci,Cj) =
(︃
CiCj − 1
3
C2δij
)︃
B(C), (2.56)
kjer je C absolutna vrednost brezdimenzijskega vektorja (Ci, Cj, Ck). Resˇitev enacˇbe
(2.45) z uposˇtevanjem linearne korekcije je enaka:
f = f0
(︄
1− 1
n
√︃
2kBT
md
Ai
∂
∂xi
ln(T )− 1
n
2Bij :
∂vi
∂xj
)︄
. (2.57)
V formalizmu Chapmana in Enskoga iz Boltzmannove enacˇbe dobimo dve enacˇbi, ki
dolocˇata koeficienta toplotne prevodnosti in viskoznosti:
nI(Ai) = f0
(︃
C2 − 5
2
)︃
Ci, (2.58)
nI(Bij) = f0
(︃
CiCj − 1
3
C2
)︃
, (2.59)
kjer je I lineariziran kolizijski operator, definiran kot:
I(ϕ) =
1
n2
∞∫︂
−∞
f0,1f0,2 (ϕ
′
1 + ϕ
′
2 − ϕ1 − ϕ2) g21 I(g21,Ω) dΩ dv′1,x dv′1,y dv′1,z. (2.60)
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Gostoto toplotnega toka (2.27) in napetostni tenzor (2.24) lahko prek relativne hitrosti
ci zapiˇsemo kot:
q̇i =
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
1
2
mdcic
2
0 f(ri,ci,t) dci dcj dck, (2.61)
σij =
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
mdcicj f(ri,ci,t) dci dcj dck, (2.62)
kjer je c0 absolutna vrednost vektorja relativne hitrosti c = (ci, cj, ck). Cˇe v zgornji
enacˇbi kot funkcijo gostote vrednosti uvedemo izraz (2.57), lahko izpeljemo izraza za
gostoto toplotnega toka in napetostni tenzor, prek cˇesar lahko pridemo do izrazov za
transportne koeficiente. Nadalje moramo uposˇtevati pogoj:
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
C2A(C)f0(ri,ci,t) dci dcj dck = 0 , (2.63)
kjer je C absolutna vrednost vektorja. Tako lahko gostoto toplotnega toka izrazimo
kot:
q̇i =
1
2
md
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
cic
2
0f0(1 + ϕ1) dci dcj dck =
=
1
2
md
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
f0(ri,ci) · ϕ1(ri,ci)cic20 dci dcj dck =
= −1
2
md
n
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
√︃
2kBT
md
cic
2
0f0(ri,ci) A(C)Ci
∂ ln(T (ri))
∂ri
dci dcj dck =
= −2
3
k2BT
2
mdn
∂ ln(T (ri))
∂ri
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
f0(ri,ci) A(C)C4 dci dcj dck,
(2.64)
Z uposˇtevanjem pogoja (2.63) je mogocˇe faktor C4 zamenjati C4− 5
2
C2 = C2(C2− 5
2
), ne
da bi se pri tem spremenil integral v izrazu (2.64). To nam omogocˇa, da v nadaljevanje
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izpeljave vkljucˇimo izraz (2.58). Tako lahko izpeljemo izraz za gostoto toplotnega toka:
q̇i = −
2
3
k2BT
mdn
∂T (ri)
∂ri
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
f0(ri,ci) C2
(︃
C2 − 5
2
)︃
A(C) dci dcj dck =
= −2
3
k2BT
mdn
∂T (ri)
∂ri
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
AI(A) dci dcj dck =
= −2
3
k2BT
mdn
[A,A]
∂T
∂ri
= −λ∂T
∂ri
.
(2.65)
Izraz (2.65) je enak Fourierjevemu zakonu, ki povezuje gostoto toplotnega toka z gra-
dientom temperaturnega polja. Sorazmernostni oz. transportni koeficient λ, ki ga
imenujemo toplotna prevodnost, je brezpogojno pozitivna funkcija in je enak:
λ =
2
3
k2BT
mdn
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
AI(A) dci dcj dck =
2
3
k2BT
mdn
[A,A] , (2.66)
pri cˇemer smo z izrazom [A,A] izrazili integral lineariziranega kolizijskega operatorja
(2.60). Koeficient toplotne prevodnosti tako predstavlja zmozˇnost snovi, da pri danem
temperaturnem gradientu prenasˇa energijski tok na mikroskopski ravni. Temperaturni
gradient na mikroskopski ravni predstavlja spreminjanje povprecˇne kineticˇne energije
molekul v prostoru. V formalizmu kineticˇne teorije je tako dolocˇitev integrala v zgor-
njem izrazu enakovredna problemu dolocˇitve koeficienta toplotne prevodnosti plina.
Podobno dolocˇimo tudi element napetostnega tenzorja:
σij = md
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
cicj f0(1 + ϕ1) dci dcj dck. (2.67)
Prvi cˇlen v integrandu predstavlja staticˇni tlak, drugi cˇlen pa prispevek korekcije 1.
reda, prek katere izpeljemo izvendiagonalne elemente. Prispevek korekcije je enak:
σij,1 = md
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
f0(ri,ci) · ϕ1(ri,ci)cicj dci dcj dck =
= −md
n
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
f0(ri,ci)B(C)
(︃(︃
CkCl − 1
3
C2δkl
)︃
:
∂vk
∂rl
)︃
cicj dci dcj dck =
= −2kBT
n
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
f0(ri,ci)B(C)
(︃(︃
CkCl − 1
3
C2δkl
)︃
:
∂vk
∂rl
)︃
CiCj dci dcj dck.
(2.68)
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Z uposˇtevanjem spodnjega izreka:
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
f(Ci)CiCj
(︃
CkCl − 1
3
C2δkl
)︃
:
∂vl
∂rl
dCidCjdCk =
=
1
5
{︃
∂vk
∂rl
}︃ ∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
f(Ci)
(︃
CkCl − 1
3
C2δkl
)︃
:
(︃
CiCj − 1
3
C2δij
)︃
dCidCjdCk,
(2.69)
kjer smo z
{︂
∂vk
∂rl
}︂
oznacˇili spodnji izraz:
{︃
∂vk
∂rl
}︃
=
(︃
1
2
(︃
∂vk
∂rl
+
∂vl
∂rk
)︃
− 1
3
∂vm
∂rm
δkl
)︃
, (2.70)
lahko (2.68) zapiˇsemo kot:
σij,1 = −2kBT
5n
{︃
∂vk
∂rl
}︃ ∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
f0(ri,ci)
(︃
CkCl − 1
3
C2δkl
)︃
: BkldCidCjdCk =
= −1
5
kBT
{︃
∂vk
∂rl
}︃ ∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
BklI (Bkl) dCidCjdCk =
= −1
5
kBT [B,B]
{︃
∂vk
∂rl
}︃
= −2µ
{︃
∂vk
∂rl
}︃
,
(2.71)
kjer je µ transportni koeficient, ki ga poznamo kot koeficient dinamicˇne viskoznosti. Z
izrazom [Bkl, Bkl] smo izrazili integral lineariziranega kolizijskega operatorja (2.60).
Cˇe sesˇtejemo izraz za staticˇni tlak in korekcijo 1. reda (2.71), dobimo izraz za celotni
napetostni tenzor σij:
σij = pδij − 2µ
(︃
1
2
(︃
∂vj
∂ri
+
∂vi
∂rj
)︃
− 1
3
∂vm
∂rm
δij
)︃
. (2.72)
V delu Chapmana in drugih avtorjev [7] se definicija elementa napetostnega tenzorja
razlikuje od klasicˇne definicije, pri cˇemer se drugacˇen predznak uposˇteva v nadaljnjih
izpeljavah ohranitvenih zakonov.
V primeru nestisljivega toka, ko je divergenca hitrosti ( ∂vm
∂xm
) enaka 0, so diagonalni
elementi napetostnega tenzorja enaki:
σii = −p, (2.73)
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izvendiagonalni elementi pa so enaki:
σij = µ
(︃
∂vj
∂ri
+
∂vi
∂rj
)︃
. (2.74)
Zgornji izraz je enakovreden Newtonovemu zakonu o viskoznih napetostih, ki povezuje
hitrostni gradient (pogosto poimenovan z izrazom hitrost deformacije) s strizˇno nape-
tostjo v fluidu. Spremenljivka σij predstavlja strizˇno napetost,
(︂
∂vj
∂ri
+ ∂vi
∂rj
)︂
pa vsoto
gradientov hitrosti v ortogonalnih smereh in µ koeficient viskoznosti. Izraz za koeficient
dinamicˇne viskoznosti je enak:
µ =
1
5
kBT [B,B] =
1
5
kBT
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
BklI (Bkl) dCidCjdCk. (2.75)
Koeficient viskoznosti tako predstavlja zmozˇnost snovi, da se pri nekem pretoku gibalne
kolicˇine delcev plina na mikroskopski ravni spremeni makroskopsko hitrostno polje.
Dolocˇitev zgornjega izraza tako predstavlja problem dolocˇitve koeficienta dinamicˇne
viskoznosti.
Problem dolocˇitve obeh transportnih koeficientov tako v strnjeni obliki predstavimo kot
resˇitev integralov (2.66) in (2.75), pri cˇemer lahko izraza zapiˇsemo v nekoliko drugacˇni
obliki kot:
λ = − 8
3
√
π
k2BT
md
∞∫︂
0
C4
(︃
5
2
− C2
)︃
e−C
2
A(C) dC, (2.76)
µ =
16
15
√
π
kBT
∞∫︂
0
C6e−C2B(C) dC. (2.77)
Funkciji A(C) in B(C), ki se pojavita v izrazih za toplotno prevodnost in dinamicˇno
viskoznost, v formalizmu Chapmana in Enskoga razvijemo kot neskoncˇni vrsti:
A(C) =
N∑︂
p=1
ap S
(p)
3
2
(C2), (2.78)
B(C) =
N∑︂
p=1
bp S
(p−1)
5
2
(C2). (2.79)
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V izrazih (2.78) in (2.79) so Snm(x) nenormalizirani Soninovi polinomi [8]. Soninove
polinome imenujemo tudi posplosˇeni Laguerrovi polinomi, saj predstavljajo resˇitev
posplosˇene Laguerrove enacˇbe (”obicˇajni” Laguerrovi polinomi predstavljajo resˇitev
Laguerrove diferencialne enacˇbe). Soninove polinome zapiˇsemo, kakor veleva spodnji
izraz:
Snm(x) =
n∑︂
k=0
(−x)k (m+ n)!
(m+ k)!(n− k)!k! . (2.80)
Za Soninove polinome velja pogoj medsebojne ortogonalnosti:
∞∫︂
0
e−xSpmS
q
mx
mdx =
Γ(m+ p+ 1)
p!
δpq. (2.81)
Enacˇbi Chapman-Enskogovega formalizma (2.58) in (2.59) lahko z uporabo Soninovih
polinomov zapiˇsemo kot:
nI(CiA(C)) = −f0S13/2(C2)Ci, (2.82)
nI
(︃(︃
CiCj − 1
3
C2δij
)︃
B(C)
)︃
= −f0S15/2(C2)
(︃
CiCj − 1
3
C2δij
)︃
. (2.83)
Izraza za koeficienta A(C) in B(C) lahko vstavimo v izraza (2.83) in (2.83) in zmnozˇimo
z Sq3/2(C2)Ci oziroma Sq−13/2 (C2)Ci
(︁CiCj − 13C2δij)︁ ter integriramo prek ci, s cˇimer prido-
bimo sistem linearnih enacˇb, v katerih se pojavita koeficienta ap in bp, prek katerih smo
v (2.78) in (2.79) napravili razvoj:
N∑︂
p=1
apqap = αq ; q ∈ N, (2.84)
N∑︂
p=1
bpqbp = βq ; q ∈ N. (2.85)
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Koeficienti apq in bpq so podani kot:
apq =
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
I(CiSp3/2(C2))CiSq3/2(C2) dci dcj dck, (2.86)
bpq =
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
I
(︃(︃
CiCj − 1
3
C2δij
)︃
Sp5/2(C2)
)︃
:
:
(︃
CiCj − 1
3
C2δij
)︃
Sq5/2(C2) dci dcj dck, (2.87)
koeficienti αq in βq pa so enaki:
αq = − 1
n
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
f0CiS13/2(C2) · CiSq3/2(C2) dci dcj dck, (2.88)
βq = − 1
n
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
∞∫︂
−∞
f0
(︃
CiCj − 1
3
C2δij
)︃
S03/2(C2) :
:
(︃
CiCj − 1
3
C2δij
)︃
Sq−15/2 (C2) dci dcj dck. (2.89)
Prek zgornjih izrazov lahko dolocˇimo, da so koeficienti αq in βq za q ∈ N enaki:
αq = −15
4
δq,1, (2.90)
βq =
5
2
δq,1, (2.91)
kar pomeni, da lahko koeficienta (2.66) in (2.75) izrazimo kot:
λ = −5
2
k2BT
2md
a1, (2.92)
µ = kBTb1. (2.93)
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Koeficienta a1 in b1 dobimo z resˇitvijo matricˇne enacˇbe oz. sistema linearnih enacˇb, ki
ga predstavljata izraza (2.84) in (2.85), kjer dolocˇimo mnozˇico koeficientov oz. elemen-
tov matrike apq in bpq za vrednosti q ∈ N, kjer N predstavlja red, do katerega napravimo
razvoj prek Soninovih polinomov (2.80). Za vrednosti v tem intervalu dolocˇimo tudi
koeficiente αq in βq.
Celoten potek resˇitve sistemov linearnih enacˇb je prikazan v delih Chapmana in Cowlinga
ter Tiptona [7, 17]. Koeficienta toplotne prevodnosti in viskoznosti sta tako enaka:
λ =
75
8
k2BT
md
(︃
1
a11
+
a212
a11(a11a22 − a212)
+
a213
a22(a22a33 − a213)
+ ...
)︃
, (2.94)
µ =
5
2
kBT
(︃
1
b11
+
b212
b11(b11b22 − b212)
+
b213
b22(b22b33 − b213)
+ ...
)︃
. (2.95)
Matricˇni elementi apq in bpq, ki se pojavljajo v enacˇbah (2.94) in (2.95), zajemajo
vpliv dinamike trkov na transportna koeficienta, pri cˇemer se ta odvisnost izrazi prek
kolizijskega preseka, ki se pojavi v kolizijskem cˇlenu (2.46). Kolizijski presek se namrecˇ
pojavi v lineariziranem kolizijskem operatorju (2.60), ki se pojavi v izrazih (2.86) in
(2.87). Da pridobimo vrednosti matricˇnih elementov, je tako potrebno resˇiti integrale
v predhodno omenjenih izrazih za matricˇne elemente. Izraza (2.86) in (2.87) lahko
zapiˇsemo kot:
apq =
∑︂
r,l
Aˆpqrl Ω
l
1(r), (2.96)
bpq =
∑︂
r,l
Bˆpqrl Ω
l
1(r), (2.97)
kjer so Apqrl in Bpqrl brezdimenzijska sˇtevila oz. faktorji, velicˇine, z Ω
l
1(r) pa oznacˇimo
integrale oblike:
Ωl1(r) =
√
π
∞∫︂
0
∞∫︂
0
e−gˆ
2
gˆ2r+2
(︁
1− cosl(χ(b,gˆ)))︁ g b db dgˆ =
=
√︄
kBT
πmp
∞∫︂
0
e−gˆ
2
gˆ2r+3 ϕl1(gˆ) dgˆ,
(2.98)
kjer gˆ brezdimenzijska absolutna vrednost oz. velikost relativne hitrosti med dvema
delcema, udelezˇenima v trku (po vzoru izraza (2.54)):
gˆ =
√︃
m
2kBT
g, (2.99)
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kjer je g absolutna vrednost relativne hitrosti. Nadalje predstavlja bdb produkt kolizij-
skega preseka in diferenciala prostorskega kota, izrazˇenega v cilindricˇnih koordinatah,
kakor dolocˇa izraz (2.42), χ(b,gˆ) pa predstavlja kot med apsidnicama (ang. apse line)
tirnic delcev oziroma kot med tirnicama delcev pred in po trku. Slednja funkcija
popisuje dinamiko trkov oziroma interakcij, zato je v splosˇnem odvisna od relativne
hitrosti delcev in funkcijske oblike potencialnih energijskih polj delcev. S funkcijo ϕl1(gˆ)
oznacˇimo integral prek koordinat, ki opredeljujejo geometrijo trka:
ϕl1(gˆ) = 2π
∞∫︂
0
(︁
1− cosl(χ(b,gˆ))︁ bdb. (2.100)
Chapman in Cowling sta v svojem delu [7] predstavila izracˇunane izraze za matricˇne
elemente apq in bpq.
2.5 Izpeljava ohranitvenih zakonov za kontinuum
prek Boltzmannove enacˇbe in
Chapman-Enskogove metode
Ohranitvene zakone na makroskopskem prostorskem nivoju oziroma za kontinuum
obicˇajno izpeljemo prek klasicˇnih postulatov mehanike. Ohranitvene zakone pa je
mozˇno izpeljati tudi prek kineticˇne teorije, kar lahko storimo prek metode, ko sta jo
razvila Chapman in Enskog [7], predstavljene v podpoglavju 2.4.
Najprej uvedemo transformaciji:
∂f
∂t
↦→ ∂f
∂t
+
∂f
∂ci
∂ci
∂t
=
∂f
∂t
+
∂f
∂ci
∂ci
∂vi
∂vi
∂t
=
∂f
∂t
− ∂f
∂ci
∂vi
∂t
, (2.101)
vi
∂f
∂ri
↦→ vi ∂f
∂ri
+ vi
∂f
∂ci
∂ci
∂ri
= vi
∂f
∂ri
+ vi
∂f
∂cj
∂cj
∂vj
∂vj
∂ri
= vi
∂f
∂ri
− vi ∂f
∂cj
∂vj
∂ri
. (2.102)
Prek zgoraj prikazanih transformacij lahko zapiˇsemo izraz (2.45) kot:
∂f
∂t
+ (ci + vi)
∂f
∂ri
+
∂f
∂ci
(︃
Fi
md
− ∂vi
∂t
− (cj + vj)∂vi
∂rj
)︃
= Cf, (2.103)
kjer je Cf kolizijski integralski cˇlen.
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Cˇe mnozˇimo izraz (2.103) z neko spremenljivko ψ, ki predstavlja neko splosˇno lastnost,
kot so masa md, gibalna kolicˇina Gi ali kineticˇne energija delca Ek, in integriramo
cˇez celotni interval hitrosti, s katerimi se delci v domeni gibljejo, dospemo do ohrani-
tvenih zakonov, ki dolocˇajo vedenje kontinuuma oz. zvezne snovi. Pri tem postopku
privzamemo, da funkcijo gostote verjetnosti f(ri, vi, t) razvijemo v skladu s Chapman-
Enskogovo aproksimacijo (2.47).
Ko zgoraj opisani postopek napravimo za spremenljivko ψ = md, dobimo zakon o
ohranitvi mase:
∂ρ
∂t
+
∂(ρvi)
∂ri
= 0. (2.104)
Za spremenljivko ψ = Gi = mdvi dobimo zakon o ohranitvi gibalne kolicˇine oz. sistem
Navier-Stokesovih enacˇb:
∂(ρvi)
∂t
+
∂(ρvivj)
∂rj
= − ∂p
∂ri
+
∂
∂rj
(︃
µ
∂vi
∂rj
)︃
+ fs,i, (2.105)
kjer je µ koeficient dinamicˇne viskoznosti in fs,i(ri) =
Fi(ri)
V
komponenta zunanje sile
na fluid, izrazˇene na enoto volumna.
Za spremenljivko ψ = Ekin =
1
2
mpv
2 pa dobimo zakon o ohranitvi energije:
∂
∂t
(︃
ρ
(︃
1
2
v2 + u
)︃)︃
+
∂
∂ri
(︃
ρvi
(︃
1
2
v2 + u
)︃)︃
= −∂(pvi)
∂ri
+
∂
∂ri
(︃
λ
∂T
∂ri
)︃
+Φ+ fs,ivi,
(2.106)
kjer je u = U
N ·md specificˇna notranja energija, λ koeficient toplotne prevodnosti in Φ
cˇlen, ki predstavlja viskozno disipacijo energije:
Φ = µ
(︄
1
2
(︃
∂vj
∂ri
+
∂vi
∂rj
)︃2
− 2
3
(︃
∂vk
∂rk
)︃2)︄
. (2.107)
Koeficienta toplotne prevodnosti λ in dinamicˇne viskoznosti µ dolocˇata izraza (2.94)
in (2.95).
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2.6 Teorija sipanja delcev na povrsˇinah
V tem delu magistrske naloge bomo predstavili teorijo, po kateri matematicˇno obrav-
navamo sipanje delcev na povrsˇinah. Temeljni cilj teorije in matematicˇnega formalizma
je dolocˇiti in razumeti, kako so kinematicˇne oziroma dinamske spremenljivke delcev, ki
se odbijejo in sipljejo od stene, odvisne od kinematicˇnih spremenljivk pred sipanjem in
od lastnosti stene.
Teoreticˇno analizo je mogocˇe napraviti tako prek formalizma klasicˇne kot tudi for-
malizma kvantne mehanike. V okviru klasicˇnega formalizma predpostavimo veljavnost
zakonov klasicˇne mehanike, pri cˇemer modeliramo dogajanja na nivoju stene in interak-
cije z delci prek klasicˇnih modelov. Cˇeprav so interakcije oz. sile med delci in povrsˇino
same po sebi pojav, ki spada pod podrocˇje kvantne mehanike in ga je mogocˇe v potan-
kosti razlozˇiti le prek formalizma kvantne mehanike, obstajajo pristopi, prek katerih
modeliramo te pojave klasicˇno in s katerimi jih vkljucˇimo v klasicˇni opis. Tak pristop
je primeren za obravnavo sipanja atomov ali molekul plina z vecˇjo maso, kakrsˇna sta
neon in argon.
Najpomembnejˇsi rezultati klasicˇne analize so na primer Maxwellov [18], Knudsenov
[19], Cercignani-Lampisov [20, 21] in Tullyjev model sipanja [22], prav tako je mogocˇe
prek klasicˇnega pristopa obravnavati sipanje delcev od valovitih povrsˇin [23]. Kvan-
tnomehanski pristop je primernejˇsi za popis sipanja atomov manjˇse mase, kot je helij,
in bolj natancˇno opisuje interakcijske sile med delci in trdnino, saj se boljˇse sklada s
temeljno naravo snovi na mikroskopski prostorski ravni. Tako je tudi kvantni pristop
predstavljal teoreticˇno ogrodje za vrsto teoreticˇnih raziskav na tem podrocˇju [24]. Na
podrocˇju sipanja delcev na trdih povrsˇinah so bile opravljene tudi eksperimentalne
raziskave [25]. Obsˇiren vir na podrocˇju teoreticˇne in eksperimentalne analize sipanje
delcev od povrsˇin predstavlja delo Goodmana in Wachmana [26].
2.6.1 Sipanje delcev na valovitih povrsˇinah
V tem odseku bomo predstavili teoreticˇni formalizem, s katerim popiˇsemo sipanje del-
cev na valovitih trdih povrsˇinah, ki predstavljajo idealiziran model monokristalnega
telesa, in ki smo ga uporabili v svojem teoreticˇnem delu. Glavni vir je predstavljal
klasicˇni in kvantnomehanski formalizem sipanja delcev, ki so ga razvijali Pollak, Miret-
Arte`s in drugi soavtorji [27–30].
Avtorja v prejˇsnjem odstavku omenjenih znanstvenih del sta pri izpeljavi formalizma
predpostavila, da gibanje delcev oziroma molekul plina poteka v ravnini, kar pomeni,
da imajo dve prostostni stopnji. Glede funkcije, ki opisuje potencialno energijsko polje
stene v odvisnosti od horizontalne koordinate x, sta predpostavila, da jo je mogocˇe v
splosˇnem zapisati kot neko trigonometricˇno vrsto:
V (x,y) = V0(y) + Va(y)
N∑︂
n=0
hn sin
(︃
2πnx
L0
)︃
= V0(y) + Vspr(y)h(x), (2.108)
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kjer cˇlen V0(y) predstavlja konstantni prispevek k celotnemu polju, drugi cˇlen Vspr(y)h(x)
pa predstavlja spremenljivi prispevek, ki je odvisen od obeh koordinat v ravnini. V
zgornjem izrazu je h amplituda valovitosti oz. amplituda kristalne resˇetke, L pa je
razdalja med sosednjima atomoma v kristalni resˇetki in predstavlja efektivno valovno
dolzˇino.
V svojih delih se Pollak, Miret-Arte`s in ostali avtorji najpogosteje osredotocˇajo na
primera, v katerih izrazimo potencialno energijsko polje prek enega ali dveh trigono-
metricˇnih cˇlenov:
V (x,y) = V0(y) + Va(y) h1 sin
(︃
2πnx
L0
)︃
, (2.109)
V (x,y) = V0(y) + Va(y)
(︃
h1 sin
(︃
2πnx
L
)︃
+ h2 sin
(︃
4πnx
L0
)︃)︃
. (2.110)
Pri tem so pokazali, da je mogocˇe bolj tocˇno modelirati nesimetricˇno sipanje, kjer je
dinamika sipanja bolj kompleksna, cˇe v izraz za h(x) vstavimo dodatni cˇlen, ki ima
obliko sinusa in niha z dvakrat vecˇjo frekvenco [29].
Cˇe v skladu s taksˇnim matematicˇnim formalizmom modeliramo steno, ki predstavlja
neskoncˇno energijsko oviro, velja da je V0(y) = 0, medtem ko dolocˇimo Va(x,y) s
predpisom:
Va(y) =
{︃ ∞ ; y ≤ h(x)
0 ; y > h(x)
, (2.111)
Zgornji izraz je analogen izrazu (2.34) za potencialno energijsko polje okoli delca.
Gibanje posameznih delcev v ravnini opisuje klasicˇna Hamiltonova funkcija za tocˇkasto
telo z dvema prostostnima stopnjama:
H = G
2
x +G
2
y
2md
+ V (x,y), (2.112)
kjer sta Gx in Gy komponenti gibalne kolicˇine delca v ravnini, md masa delca in V (x,y)
potencialno energijsko polje okoli stene. Za gibanje delca tako veljajo gibalne enacˇbe
(2.8), predstavljene v 2.1.1. Predpostavimo, da je ob cˇasu −t0 pred trkom dovolj dalecˇ
stran od povrsˇine, da nanj ne delujejo zunanje sile, pri cˇemer ima zacˇetni komponenti
gibalne kolicˇine G′x in G
′
y. Nadalje predpostavimo, da je ob cˇasu t0 po trku delec
znova dovolj dalecˇ stran od povrsˇine, da nanj ne delujejo zunanje sile in da ima koncˇni
komponenti gibalne kolicˇine Gx(t0) in Gy(t0).
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Kinematika sipanja delcev na valoviti povrsˇini je prikazana na spodnji sliki:
Slika 2.5: Kinematika sipanja delcev na monokristalni povrsˇini.
Vpadni kot delcev na povrsˇino je definiran glede na y os koordinatnega sistema, ki
dolocˇa ravnino, in je enak:
θz = arctan
(︃
G′x
G′y
)︃
. (2.113)
Definiramo lahko funkcijo porazdelitve verjetnosti smeri odbojev P (θ|θ′), ki dolocˇa
verjetnost, da se bo delec, ki se je ob cˇasu −t0 gibal proti povrsˇini pod kotom θ′ glede
na y os, od povrsˇine odbil tako, da se bo ob cˇasu t0 gibal stran od povrsˇine pod kotom
θ glede na isto os. Funkcija porazdelitve verjetnosti smeri odbojev tako dolocˇa smer
vektorja hitrosti po odboju od stene v odvisnosti od smeri vpadnega vektorja hitrosti.
Po tej definiciji je funkcija porazdelitve verjetnosti smeri odbojev enaka:
P (θk|θz) = δ
(︃
θ − arctan
(︃
G′x
G′y
)︃)︃
, (2.114)
kjer je δ Diracova funkcija oz. porazdelitev. Funkcija P (θ|θ′) je v splosˇnih klasicˇnih
in kvantnomehanskih modelih sipanja odvisna od polozˇaja vzdolzˇ stene x in hitrosti
vpadlih delcev. To odvisnost lahko izpeljemo tako, da dolocˇimo odvisnost koncˇne
gibalne kolicˇine v odvisnosti od zacˇetne gibalne kolicˇine prek petrurbacijske teorije,
kjer predstavlja vlogo pertrubacijskega parametra viˇsina profila povrsˇine na nekem
mestu.
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Prek teh predpostavk lahko izpeljemo izraz za vodoravno komponento vektorja gibalne
kolicˇine ob cˇasu t0 oziroma po trku:
Gx(t0) = G
′
x(−t0) + ∆Gx =
= G′x(−t0)−
2π
L
t0∫︂
−t0
Va(y)
(︃
h1 cos
(︃
2πnx
L0
)︃
+ 2h2 cos
(︃
4πnx
L0
)︃)︃
dt.
(2.115)
V zgornjem izrazu ∆Gx predstavlja perturbacijo vodoravne komponente vektorja gi-
balne kolicˇine. Tirnica delca v odvisnosti od cˇasa je taka, da se predznak navpicˇne
hitrosti delca spremeni ob cˇasu t = 0. Glede gibanja v vodoravni smeri velja, da je v
priblizˇku 0. reda enako gibanju delca v odsotnosti zunanjih sil:
x(t) = x(−t0) + G
′
x
md
(t0 + t) = x(t = 0) +
G′x
md
(t0 + t)t. (2.116)
V resnici eksplicitno ne predpostavimo ohranitve gibalne kolicˇine v smeri x, saj se
spremeni v skladu z enacˇbo (2.115). Z uposˇtevanjem simetrije gibanja v smeri normalno
na povrsˇino lahko zapiˇsemo:
Gx(t0) = G
′
x −G′y
[︃
K1 cos
(︃
2πx(0)
L0
)︃
+K2 cos
(︃
4πx(0)
L0
)︃]︃
, (2.117)
kjer sta K1 in K2 velicˇini, ki ju imenujemo karakteristicˇna kota sipanja
(ang. rainbow angle). Velicˇini dolocˇata izraza:
K1 =
2π
L0G′y
t0∫︂
−t0
V (x(t),y(t)) cos(ωxt)dt, (2.118)
K2 =
4π
L0G′y
t0∫︂
−t0
V (x(t),y(t)) cos(2ωxt)dt. (2.119)
kjer je horizontalna frekvenca ωx, definirana kot:
ωx =
2π
L0
G′x
md
. (2.120)
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Podobno izpeljemo tudi izraz za vertikalno komponento vektorja gibalne kolicˇine ob
cˇasu t0 oziroma po trku:
Gy(t0) = −G′y +∆G′ = −G′y +
G′x
G′y
∆G′x. (2.121)
Cˇe vstavimo izraza (2.121) in (2.117) v izraz za funkcijo porazdelitve verjetnosti smeri
odbojev (2.114) in razvijemo do perturbacijskega cˇlena najnizˇjega reda, dospemo do
izraza za porazdelitev verjetnosti smeri odbojev v odvisnosti od polozˇaja vzdolzˇ stene:
P (θk|θz) = δ
(︃
θk + θz −K1 cos
(︃
2πx
L0
)︃
−K2 cos
(︃
4πx
L0
)︃)︃
, (2.122)
kjer je θk kot glede na navpicˇnico, ki dolocˇa smer vektorja hitrosti delca po odboju, θz
pa je enak kotu glede na navpicˇnico, ko dolocˇa smer vektorja hitrosti pred odbojem.
Argument Diracove delta funkcije v zgornjem izrazu je enak t.i. funkciji odboja (ang.
deflection function) iz klasicˇne teorije sipanja, ki dolocˇa odbojni kot v odvisnosti od
vpadnega kota in horizontalne koordinate.
Cˇe bi pri izpeljavi uposˇtevali obliko potenciala, katerega spreminjanje vzdolzˇ x smeri
popiˇsemo z le enim sinusnim cˇlenom, kakor prikazuje izraz (2.109), je funkcija poraz-
delitve verjetnosti smeri odbojev v odvisnosti od polozˇaja vzdolzˇ stene enaka:
P (θ|θ′) = δ
(︃
θ + θ′ −K1 cos
(︃
2πx
L0
)︃)︃
= δ (θ + θ′ − fK(x)) , (2.123)
kjer smo izraz v argumentu delta funkcije oznacˇili kot:
fK = K1 cos
(︃
2πx
L0
)︃
. (2.124)
Zgornjo funkcijo fK poimenujemo kot karakteristicˇno funkcijo sipanja. Karakteristicˇni
kot sipanja, ki ga oznacˇimo kotK1, je mogocˇe ob poznavanju potencialnega energijskega
polja dolocˇiti z resˇitvijo integrala v izrazu (2.118). Cˇe privzamemo, da je stena idealno
toga, velja:
K1 =
4πh
L0
, (2.125)
kar je navedeno v viru [28].
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2.7 Funkcija gostote verjetnosti hitrosti ob steni
V formalizmu kineticˇne teorije plinov obravnavamo funkcijo gostote verjetnosti hitrosti
f(ri,vi,t) kot skalarno polje, ki je odvisno od polozˇaja v koordinatnem oz. fizicˇnem in
od polozˇaja v hitrostnem prostoru. V tistih delih koordinatnega prostora, kjer so
prisotni izkljucˇno gibajocˇi se delci, je za popis gostote verjetnosti hitrosti ena sama
funkcija. Dogajanje popiˇsemo drugacˇe v blizˇini povrsˇin oziroma fizicˇnih ovir, kjer
poteka sipanje delcev, kjer locˇimo med funkcijama gostote verjetnosti hitrosti vpadlih
in odbitih delcev. S tem problemom so se predhodno ukvarjali Cercignani, Gross,
Ziering, Coron, Loyalka, Klinc in drugi avtorji [31–39].
Definiramo lahko domeno gibanja delcev kot ravnino, ki jo dolocˇa koordinatni sistem
x− y, kjer se na mestu y = 0 nahaja neka povrsˇina, na kateri poteka sipanje. Domena
je prikazana na spodnji sliki:
Slika 2.6: Razlaga velicˇin ob steni.
V takem primeru lahko v intervalu y ∈ [0,LKn] = yKn locˇimo med funkcijama gostote
vpadlih in odbitih delcev, kjer je:
LKn =
π
4
lmfp =
1
4
√
2π
kBT
p d2kol
. (2.126)
Velicˇina, ki jo zgornjem izrazu oznacˇuje LKn, je debelina Knudsenove plasti in pred-
stavlja podrocˇje, v katerem se dogajajo interakcije med delci fluida oz. molekulami
in povrsˇino. V splosˇnem je enaka redu velikosti povprecˇne proste poti lmfp. Ker je
debelina Knudsenove plasti nekaj redov velikosti vecˇja od premera atoma ali molekule
nekega plina oziroma amplitude funkcije, s katero popiˇsemo mikroskopsko strukturo
povrsˇine, na sliki 2.6 nismo prikazali mikroskopske strukture stene. V Knudsenovi
plasti velja spodnji funkcijski predpis:
f+(x,y ∈ yKn, vi, t); vy > 0,
f−(x,y ∈ yKn, vi, t); vy < 0,
(2.127)
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kjer funkcija f−(ri, vi, t) predstavlja gostoto verjetnosti hitrosti delcev, ki vpadajo na
povrsˇino, funkcija f+(ri, vi, t) pa gostoto verjetnosti hitrosti delcev, ki se odbijejo od
povrsˇine. Funkciji f+ in f− sta povezani prek kineticˇnega robnega pogoja, ki dolocˇa,
kako se spremenijo hitrosti delcev pri sipanju ob povrsˇini, in ga lahko povzamemo z
neko splosˇno funkcijo prehoda stanj pri sipanju:
P (v′i|vi) = P (v′x|vx) · P (v′y|vy), (2.128)
kjer sta v′y in v
′
x komponenti hitrosti pred odbojem, vy in vx pa komponenti hitrosti za
odbojem. Ta funkcija predstavlja pogojno verjetnost, da ima delec po trku s povrsˇino
hitrost v = (vx,vy), cˇe je imel pred trkom hitrost v
′ = (v′x,v
′
y). Skupno funkcijo prehoda
lahko zapiˇsemo kot produkt funkcij prehoda za obe komponenti hitrosti P (v′x|vx) in
P (v′y|vy). Za dolocˇitev funkcije gostote verjetnosti koncˇnih hitrosti f− je potrebno
uposˇtevati prispevke verjetnosti vseh zacˇetnih stanj oz. hitrosti delcev, kar izrazimo
na sledecˇi nacˇin:
f+(x,y = 0, vi, t) =
∫︂
vy<0
f−(x,y = 0, v′i, t) P (v
′
i|vi) dv′x dv′y. (2.129)
Ker uposˇtevamo izkljucˇno prispevke verjetnosti delcev, ki vpadajo na steno, napravimo
integral za vrednosti spremenljivk vx ∈ (−∞,∞) in vy ∈ [0,−∞).
Celotno funkcijo gostote verjetnosti hitrosti delcev ob steni, ki uposˇteva prispevke
vpadlih in odbitih delcev, definiramo kot utezˇeno vsoto funkcij funkcij f− in f+, pri
cˇemer uposˇtevamo prispevek f− za delce, ki se gibljejo proti steni, prispevek f+ pa za
delce, ki se gibljejo stran od stene. To lahko zapiˇsemo z izrazom:
f =
1
2
f− (1− sgn(vy)) + 1
2
f+ (1 + sgn(vy)) , (2.130)
kjer je sgn(vy) signum funkcija, ki jo dolocˇa predpis:
sgn(vy) =
{︃
1 ; vy > 0
−1 ; vy < 0. (2.131)
Ker je debelina Knudsenove LKn plasti zanemarljiva v primerjavi z karakteristicˇnim
dimenzijami domen na makroskopski prostorski ravni, kar je razvidno iz enacˇbe (2.126),
je v izpeljavah makroskopskih velicˇin oznacˇba y ∈ yKn enakovredna oznacˇbi y = yS
(oziroma y = 0 v primerih, ko na ta nacˇin definiramo meje makroskopske domene).
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2.8 Teorija stabilnosti tokov
V tem poglavju bomo predstavili pojem stabilnosti v kontekstu teorije mehanike flui-
dov in matematicˇno teorijo, na kateri temeljijo analiticˇne metode dolocˇitve stabilnosti
tokov. Problem stabilnosti v mehaniki fluidov so prek teoreticˇnih in eksperimental-
nih obravnavali Rayleigh, Helmoltz, Kelvin in Reynolds [40]. Posebej izrazit napre-
dek na podrocˇju teoreticˇne obravnave stabilnosti so dosegli Rayleigh, Orr in Sommer-
feld [41,42].
Podrocˇje stabilnosti v mehaniki fluidov se ukvarja s problemom, kako se fluid oziroma
tokovno polje odzove na neko motnjo zacˇetnega stanja. Motnje v tokovnem polju
se lahko pojavijo v obliki nenadnih sprememb fizikalnih velicˇin in parametrov, kot so
gostota, hitrost in tlak. Nek fizikalni sistem, ki ga dolocˇajo spremenljivke, ki so odvisne
od prostorskih koordinat in cˇasa, je stabilen, ko neskoncˇno majhna motnja (nenadna
sprememba) v parameterskem prostoru ene od spremenljivk ob nekem dolocˇenem cˇasu
t0 ne vpliva na stanje sistemu ob nekem kasnejˇsem cˇasu t > t0. Nasprotno se nestabilen
sistem na motnje odzove tako, da motnja vpliva na stanje sistema ob kasnejˇsem cˇasu
t > t0, pri cˇemer se v parameterskem prostoru spremenljivk stanje sistema oddaljuje
od zacˇetnega stanja sistema oziroma se ne vrne v zacˇetno stanje [43].
Matematicˇna obravnava stabilnosti, ki jo bomo predstavili v kasnejˇsem delu magistrske
naloge, temelji na klasicˇnem formalizmu mehanike fluidov, ki opisuje vedenja fluidov
na skali kontinuuma. Glavni vir matematicˇne obravnave je predstavljalo delo, ki so
ga objavili avtorji Howard, Statt, Stone in Truskett [44]. Formalizem matematicˇne
obravnave stabilnosti tokov podajajo tudi druga dela [45–47].
V okviru obravnave privzamemo, da je tokovno polje fluida v(x,y,t) = (vx(x,y,t),vy(x,y,t))
dvodimenzionalno in periodicˇno v odvisnosti od prostorskih koordinat x in y s peri-
odo, ki je enakovredna dimenzijam domene v geometrijskem prostoru. Obravnavano
tokovno polje je prikazano na spodnji sliki:
Slika 2.7: Razlaga velicˇin ob steni.
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Pogoj periodicˇnosti je potreben, cˇe zˇelimo zapisati hitrostno polje kot funkcijo, ki jo je
mogocˇe izraziti s Fourierovo vrsto [48]. Nadalje predpostavimo, da je skupni volumski
pretok znotraj domene nicˇen, kar povzema spodnji izraz:
∫︂∫︂
vx(x,y) dx dy = 0. (2.132)
Privzamemo, da se fluid vede v skladu z zakonoma o ohranitvi mase in ohranitvi gibalne
kolicˇine, ki ju na nivoju kontinuuma predstavljata izraza (2.104) in (2.105). Nadalje
predpostavimo, da je mogocˇe spremenljivke vx(x,y,t), vy(x,y,t) in p(x,y,t) zapisati prek
sledecˇe dekompozicije:
vx(x,y,t) = Ux + ϵ · ux(x,y,t),
vy(x,y,t) = Uy + ϵ · uy(x,y,t),
p (x,y,t) = P + ϵ · φ (x,y,t).
(2.133)
kjer je ϵ perturbacijski parameter, spremenljivki Ux in Uy pa predstavljata komponenti
osnovnega tokovnega polja v domeni. Spremenljivki ux in uy predstavljata motnji
komponent hitrostnega polja.
Predpostavimo, da je v danem primeru Uy = 0, Ux pa je neodvisna od koordinate x in
linearno odvisna od koordinate y, kar pomeni, da jo zapiˇsemo v obliki:
Ux =
U0
H0
y, (2.134)
s cˇimer ustreza pogoju (2.132).
Cˇe v izraza (2.104) in (2.105) vstavimo spremenljivke, zapisane v obliki perturbacijske
vrste 1. reda, kakor to dolocˇajo izrazi v (2.133), in uposˇtevamo samo cˇlene reda velikosti
ϵ, dospemo do sledecˇih izrazov, ki skupaj predstavljajo zakona o ohranitvi mase in
gibalne kolicˇine:
∂ux
∂x
+
∂uy
∂y
= 0, (2.135)
ρ
(︃
∂ux
∂t
+ Ux
∂ux
∂x
+ uy
∂Uy
∂y
)︃
= −∂φ
∂x
+ µ
(︃
∂2ux
∂x2
+
∂2ux
∂y2
)︃
+ fs,x,
ρ
(︃
∂uy
∂t
+ Ux
∂uy
∂x
)︃
= −∂φ
∂y
+ µ
(︃
∂2uy
∂x2
+
∂2uy
∂y2
)︃
+ fs,y.
(2.136)
ρ in µ v zgornji enacˇbi predstavljata gostoto in koeficient dinamicˇne viskoznosti.
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Cˇe odvajamo prvi del izraza (2.136) po koordinati y in drugi del po x ter ju nato
sesˇtejemo, iz obeh izrazov izlocˇimo cˇlene, odvisne od perturbacije tlaka φ, s cˇimer
dobimo izraz:
ρ
[︃
∂
∂t
(︃
∂ux
∂y
− ∂uy
∂x
)︃
+ Ux
(︃
∂ux
∂y
− ∂uy
∂x
)︃]︃
=
= µ
[︃
∂
∂y
(︃
∂2ux
∂x2
+
∂2ux
∂y2
)︃
− ∂
∂x
(︃
∂2uy
∂x2
+
∂2uy
∂y2
)︃]︃
+
(︃
∂fs,x
∂y
− ∂fs,y
∂x
)︃
.
(2.137)
Glede komponent motenj hitrosti ux(x,y,t) in uy(x,y,t) predpostavimo, da ju lahko
zapiˇsemo kot harmonicˇni funkciji [44]. Tako ju zapiˇsemo kot:
ux(x,y,t) = e
λt+ikxΨx(y),
uy(x,y,t) = e
λt+ikxΨy(y),
(2.138)
kjer sta λ in k kompleksna frekvenca in valovno sˇtevilo motenj in sta v splosˇnem
kompleksni sˇtevili (Zapiˇsemo lahko λ = iω, kjer je ω krozˇna frekvenca). Zacˇetna
motnja bo v odvisnosti od cˇasa narasˇcˇala, cˇe je realni del spremenljivke λ pozitiven,
torej ko drzˇi R(λ) > 0 (R(z) oznacˇuje realni del kompleksnega sˇtevila z ∈ C). Z
uposˇtevanjem (2.135) izpeljemo enakost:
Ψ′y(y) =
∂f(y)
∂y
= −ikΨx(y), (2.139)
kjer je i imaginarna enota
(︁
i =
√−1)︁ . Z uposˇtevanjem zgornjega izraza in definicij
motenj, ki jih podaja (2.138), lahko izraz (2.137) zapiˇsemo kot:
ρ · (λ+ ikUx) ·
[︃
∂2
∂y2
− k2
]︃
Ψy(y) = µ ·
[︃
∂2
∂y2
− k2
]︃
Ψy(y), (2.140)
kjer sta izraza v oglatih oklepajih diferencialna operatorja. Dani izraz bomo preobrazili
v sistem linearnih enacˇb, pri cˇemer bodo stabilnost lastne vrednosti sistema. Ker
prispevek zunanjih sil pri tem nima vpliva, ga bomo na tem mestu izpustili iz enacˇbe
stabilnosti. Nadalje uvedemo brezdimenzijske spremenljivke:
xˆ =
x
L0
=
x
c1H0
, yˆ =
y
H0
, Uˆx =
Ux
U0
, Ψyˆ =
Ψy
U0
, kˆ = H0k, λˆ =
λH0
U0
, (2.141)
kjer sta H0 in L0 karakteristicˇni horizontalni in vertikalni dimenziji domene, oznacˇeni
na sliki 2.7, r0 je razmerje med karakteristicˇnima dimenzijama (r0 =
L0
H0
), U0 in f0 pa
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sta karakteristicˇna hitrost in amplituda volumske sile. Preko teh novih spremenljivk
zapiˇsemo izraz (2.140) zapiˇsemo v brezdimenzijski obliki:
Re ·
(︂
λˆ+ ikˆUˆx
)︂
·
[︃
∂2
∂yˆ2
− kˆ2
]︃
Ψˆy(y) =
[︃
∂2
∂yˆ2
− kˆ2
]︃
Ψˆy(y), (2.142)
kjer je Re brezdimenzijsko Reynoldsovo sˇtevilo, definirano kot razmerje vztrajnostnih
in viskoznih sil v fluidu:
Re =
ρ · U0 ·H0
µ
. (2.143)
Nadalje izrazimo spremenljivki Uˆx in Ψˆy v obliki Fourierovih vrst [48]. Zapiˇsemo jih
kot:
Uˆx(y) =
∞∑︂
p=−∞
Up · eiπpyˆ,
Ψˆy(y) =
∞∑︂
n=−∞
Ψn · eiπnyˆ,
(2.144)
kjer sta p in n sumacijska indeksa, prek katerih napravimo razvoj v Fourierovo vrsto.
Cˇe spremenljivki na zgoraj prikazani nacˇin izrazimo v obliki Fourierovih vrst in nato
vstavimo z izraz (2.142), dobimo:
−Re
[︄
λˆ
∑︂
n
(︂
(πn)2 + kˆ
2
)︂
Ψˆne
iπnyˆ + ikˆ
∑︂
n
∑︂
p
(︂
(πn)2 + kˆ
2
)︂
UˆpΨˆne
iπ(p+n)yˆ
]︄
=
=
∑︂
n
(︂
(πn)2 + kˆ
2
)︂
Ψˆne
iπnyˆ.
(2.145)
Sumacijski indeks n v vsoti, ki se pojavi v drugem cˇlenu na levi strani izraza, zame-
njamo z r = n+p, medtem ko drugod uposˇtevamo r = n. Nadalje obe strani zgornjega
izraza mnozˇimo z e−iπnyˆ in integriramo prek intervala y ∈ [−1, 1], kar privede do
sledecˇega izraza:
−
[︄
1
Re
(︂
(πn)2 + kˆ
2
)︂
Ψˆn +
ikˆ
((πn+ kˆ)2
∑︂
p
(︂
π2(p− n)2 + kˆ2
)︂
UˆpΨˆn−p
]︄
= λˆΨˆn.
(2.146)
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Izraz (2.146) je enakovreden sistemu n linearnih enacˇb, kjer je n ∈ Z. Ta sistem je
mogocˇe predstaviti v indeksnem zapisu kot:
DijΨˆj = λˆΨˆi, (2.147)
kjer Dij oznacˇuje operator, ki ga v izrazu (2.146) predstavlja cˇlen v oglatem oklepaju.
V analizi stabilnosti smo izraz (2.136) spremenili v problem dolocˇitve lastnih vrednosti
linearnega sistema enacˇb (2.147), pri cˇemer dolocˇamo vrednost oz. predznak brezdi-
menzijskih lastnih vrednosti λˆ v odvisnosti od Reynoldsevega sˇtevila Re in valovnega
sˇtevila kˆ.
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V tem poglavju magistrske naloge pokazˇemo, kako prek formalizma kineticˇne teorije
fluidov in poznavanja zakonitosti, ki dolocˇajo dinamiko sipanja molekul plina od mono-
kristalnih struktur, izpeljemo izraze za statisticˇno povprecˇje hitrosti fluida in elemente
napetostnega tenzorja ob monokristalni steni.
V prvem delu poglavja predstavimo kinematicˇne velicˇine, s katerimi popiˇsemo dogaja-
nje v lokalnem referencˇnem sistemu, v drugem delu pa izpeljemo izraze za makroskop-
ska povprecˇja komponent hitrosti in elementov napetostnega tenzorja ob steni. Rezul-
tati izpeljav predstavljajo robne pogoje za diferencialne enacˇbe (2.105) in (2.106), ki
dolocˇajo dogajanje v domeni.
3.1 Fizikalni model in predstavitev kinematicˇnih
velicˇin
V tem podpoglavju predstavimo fizikalni model vedenja fluida ob steni, na katerem
temeljijo vse sledecˇe izpeljave, in predstavimo kinematicˇne velicˇine, ki jih uporabimo
pri kasnejˇsih izpeljavah v podpoglavjih 3.2, 3.3 in 3.4.
Obravnavamo ravninsko gibanje fluida v polneskoncˇni domeni, katere meje lahko na
makroskopski prostorski skali definirano s predpisom:
x ∈ (−∞,∞), y ∈ [0,∞), z ∈ (−∞,∞), (3.1)
kjer so x, y in z komponente smernega vektorja v kartezicˇnih koordinatah. Na mikro-
skopski prostorski ravni lahko definiramo meje domene na drugacˇen nacˇin:
x ∈ (−∞,∞), y ∈ [fO,∞), z ∈ (−∞,∞), (3.2)
kjer je fO(x) oblikovna funkcija oziroma funkcija, ki predstavlja model oblike stene na
nivoju strukture kristalne resˇetke. Kljub temu, da v globalnem referencˇnem sistemu f0
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predstavlja dejansko mejo gibanja delcev v smeri y, lahko pri prehodu na statisticˇne
velicˇine poenostavljeno trdimo, da mejo gibanja predstavlja y = 0. Geometrijo domene
na mikroskopskem nivoju oziroma nivoju mikroskopske strukture stene prikazuje slika
2.5.
Funkcijo fO lahko v skladu s formalizmom, ki smo ga predstavili v delu 2.6.1, zapiˇsemo
kot trigonometricˇno funkcijo oziroma kot trigonometricˇno funkcijsko vrsto. V nasˇem
primeru funkcijo fO definiramo z izrazom:
fO(x) = h sin
(︃
2πx
L0
)︃
, (3.3)
kjer so pomeni velicˇin enaki kot v enacˇbi (2.108). Cˇeprav ima povrsˇina na mikroskop-
skem prostorskem nivoju valovito obliko, ta model na makroskopski ravni predstavlja
povrsˇino hidravlicˇno gladke stene, saj je najboljˇsi mozˇen realni priblizˇek temu povrsˇina
monokristalne strukture.
V izpeljavah predpostavimo model idealnega plina, ki je posebej primeren za popis
vedenja enoatomnih plinov, kakrsˇni so helij, neon in ksenon. Kljub temu da so atomi
oziroma molekule kvantni objekti in je mogocˇe njihovo vedenje zadovoljivo popisati
samo prek formalizma kvantne mehanike, v okviru izpeljav privzamemo, da se delci
pokoravajo zakonom klasicˇne mehanike.
Hitrost posameznih delcev, torej atomov ali molekul, popiˇsemo z vektorjem hitrosti
vi(ri,t). Hitrost fluida na makroskopski ravni oz. kontinuumsko hitrost oznacˇimo kot
vi(ri,t). Privzamemo, da se stena giblje s hitrostjo wi glede na nek globalni referencˇni
sistem x − y, medtem ko fluid na razdalji dalecˇ stran od stene (y → ∞) miruje. Po
nacˇelu relativnosti je taksˇno kinematicˇno stanje enakovredno primeru, ko stena miruje
in se fluid dalecˇ stran od stene (y → ∞) giblje s hitrostjo −wi. Za namene izpeljave
uvedemo lokalni referencˇni sistem xˆ − yˆ, ki se giblje skupaj s steno oziroma povrsˇino,
torej je njegova hitrost glede na mirujocˇi globalni referencˇni sistem enaka wi. V delu
domene najblizˇje steni oziroma v Knudsenovi plasti (y ∈ yKn) se glede na globalni
referencˇni sistem vpadajocˇi delci gibljejo s hitrostjo v′i , odbiti delci pa s hitrostjo vi.
Dogajanje prikazˇemo na spodnji sliki:
Slika 3.1: Razlaga kinematicˇnih velicˇin.
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V lokalnem referencˇnem sistemu se vpadajocˇi gibljejo s hitrostjo u′i, odbiti delci pa s
hitrostjo ui, pri cˇemer lahko komponente hitrosti vpadlih delcev zapiˇsemo kot:
u′x = v
′
x − w,
u′y = v
′
y,
u′z = v
′
z,
(3.4)
komponente hitrosti odbitih delcev pa po enakem vzoru kot:
ux = vx − w,
uy = vy,
uz = vz.
(3.5)
Zgoraj predstavljeno transformacijo hitrosti smo napravili z namenom poenostavitve
obravnave kinematike trkov med delci in steno. V skladu z nacˇeloma o ohranitvi gibalne
kolicˇine (2.35) in ohranitvi energije (2.36), predstavljenima v delu 2.2, ki veljata ki
veljata tako za trke med delci kot tudi za trke med delci in steno, se pri elasticˇnem
trku delca ob steno njegova absolutna hitrost glede na lokalni referencˇni sistem ohrani:
U0 = U
′
0. (3.6)
Pri tem sta U ′0 =
√︁
u′2x + u′2y + u′2z in U0 =
√︁
u2x + u
2
y ++u
2
z absolutni vrednosti hitrosti
vpadlih in odbitih delcev. V lokalnem referencˇnem sistemu, v katerem stena miruje,
velja funkcija porazdelitve smeri odbojev v odvisnosti od polozˇaja vzdolzˇ stene (2.123),
predstavljena v delu 2.6.
Komponente hitrosti vpadlih in odbitih delcev v Knudsenovi plasti glede na globalni
referencˇni sistem zapiˇsemo v cilindricˇnih koordinatah kot:
v′x = v
′
0 sin(θ
′),
v′y = v
′
0 cos(θ
′),
v′z = v
′
z,
(3.7)
vx = v0 sin(θ),
vy = v0 cos(θ),
vz = vz.
(3.8)
Zgornje izraze pojasnjuje slika 3.1.
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Komponente hitrosti vpadlih in odbitih delcev lahko zapiˇsemo v cilindricˇnih koordina-
tah tudi glede na lokalni referencˇni sistem, kar prikazujejo spodnji izrazi:
u′x = u
′
0 sin(θ
′ˆ),
u′y = u
′
0 cos(θ
′ˆ),
u′z = v
′
z,
(3.9)
ux = u0 sin(θˆ),
uy = u0 cos(θˆ),
uz = vz,
(3.10)
kjer sta novi spremenljivki u′0 in u0 enaki u
′
0 =
√︂
u′2x + u
′2
y in u0 =
√︁
u2x + u
2
y. Zgornje
izraze prav tako prikazuje slika 3.1.
Ker so v ravnini y − z izopotencialne ploskve, ki dolocˇajo obliko povrsˇine, konstante,
sledi, da se pri odbojih komponenta hitrosti v smeri z ne spremeni u′z = uz. Posledicˇno
velja tudi:
u′z = uz. (3.11)
Komponente hitrosti v globalnem referncˇnem sistemu, zapisanih prek izrazov (3.9) in
(3.10), tako lahko zapiˇsemo kot:
v′x = u
′
0 sin(θ
′ˆ) + w,
v′y = u
′
0 cos(θ
′ˆ),
u′z = v
′
z,
(3.12)
vx = u0 sin(θˆ) + w,
vy = u0 cos(θˆ),
uz = vz.
(3.13)
Za namene sledecˇih izpeljav v magistrskem delu lahko dolocˇimo tudi determinanto
Jacobijeve matrike, s katero pri integriranju prehajamo med diferenciali integracijskih
spremenljivk. Za transformacijo (vx, vy, vz)→ (u0, θˆ, uz) definiramo Jacobijevo matriko
kot:
J =
⎡⎢⎢⎢⎣
∂vx
∂u0
∂vx
∂θˆ
∂vx
∂uz
∂vy
∂u0
∂vy
∂θˆ
∂vy
∂uz
∂vz
∂u0
∂vz
∂θˆ
∂vz
∂uz
⎤⎥⎥⎥⎦ , (3.14)
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kjer so nenicˇelni elementi matrike enaki:
∂vx
∂u0
= sin(θˆ),
∂vx
∂θˆ
= u0 cos(θˆ),
∂vy
∂u0
= cos(θˆ),
∂vy
∂θˆ
= −u0 sin(θˆ),
∂vz
∂uz
= 1.
(3.15)
Za predhodno definirano transformacijo koordinat je determinanta Jacobijeve matrike
tako enaka:
J = det(J) =
∂vz
∂uz
(︃
∂vx
∂u0
∂vy
∂θˆ
− ∂vx
∂θˆ
∂vy
∂u0
)︃
= −u0
(︂
cos2(θˆ) + sin2(θˆ)
)︂
= −u0. (3.16)
Determinanto Jacobijeve matrike, ki se pojavi v zamenjavi diferencialov integracijskih
spremenljivk, bi lahko na enakovreden nacˇin dolocˇili tudi za hitrosti vpadajocˇih delcev.
V okviru prehoda z globalnega na lokalni koordinatni sistem je potrebno napraviti tudi
transformacijo spremenljivk, ki dolocˇajo polozˇaj v prostoru. Prostorsko koordinato x,
ki dolocˇa polozˇaj glede na nek globalni referencˇni sistem, transformiramo v koordinato,
ki dolocˇa polozˇaj glede na prej omenjeni lokalni koordinatni sistem, na sledecˇi nacˇin:
xˆ = x− wt+ C, (3.17)
kjer xˆ oznacˇuje koordinato polozˇaja vzdolzˇ stene v lokalnem koordinatnem sistemu, C
pa je neka konstanta, ki je odvisna od medsebojne oddaljenosti izhodiˇscˇ referencˇnih
sistemov v trenutku, ko je t = 0. Ker smo privzeli, da je stena neskoncˇno dolga in
ima njena povrsˇina vzdolzˇ osi x periodicˇno obliko, je z vidika matematicˇne obravnave
dejanska vrednost konstante C nepomembna oziroma ima poljubna vrednost. Ker se
stena giblje vzdolzˇ osi x, transformacije koordinat y in z nimajo vloge v nasˇi obravnavi.
45
Izpeljava izrazov za velicˇine ob steni
3.2 Dolocˇitev funkcije gostote verjetnosti hitrosti
odbitih delcev
V tem delu magistrske naloge pokazˇemo, kako izpeljemo izraz za povprecˇno hitrost
fluida v Knudsenovi plasti ob steni. Izpeljava temelji na fizikalnem modelu vedenja,
predstavljenem v prejˇsnem podpoglavju 3.1, obenem pa se opremo na formalizem teo-
rije sipanja delcev na valovitih povrsˇinah, prestavljene v podpoglavju 2.6, in formalizem
statisticˇne mehanike ter kineticˇne teorije fluidov, predstavljene v podpoglavjih 2.1, 2.2
in 2.3.
Celotno funkcijo gostote verjetnosti za vektor hitrosti dolocˇa izraz (2.130). Funk-
cija gostote verjetnosti delcev, ki iz Knudsenove plasti vpadajo na povrsˇino, je enaka
klasicˇni Maxwell-Boltzmannovi porazdelitvi, kjer je spremenljivka v′x premaknjena za
povprecˇno vrednost w in jo dolocˇa izraz:
f−(v′x, v
′
y, v
′
z) = n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
e
− md
2kBT
((v′x−w)2+v′2y +v′2z ). (3.18)
V cilindricˇnih koordinatah zapiˇsemo zgornji izraz kot:
f−(u′0, θ
′, u′z) = n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
e
− md
2kBT
(u′20 +u
′2
z ). (3.19)
Funkcijo gostote verjetnosti hitrosti delcev, ki se od povrsˇine odbijejo nazaj v Knud-
senovo plast, zapiˇsemo s sledecˇim izrazom:
f+(vx,vy,vz) =
∫︂
v′y<0
f−(u′0, θ
′, u′z) · δ(u′0 − u0) · δ(θˆ − θ¯) du′0, (3.20)
kjer smo z θˆ oznacˇili statisticˇno povprecˇje kota, s katerim se delci odbijejo povrsˇine in
ga dolocˇimo na sledecˇi nacˇin:
θ¯(xˆ) =
1
π
−π
2∫︂
π
2
π
2∫︂
−π
2
θˆ · δ
(︂
θˆ −
(︂
fK(xˆ)− θˆ
)︂)︂
dθˆ
′
dθˆ (3.21)
Z uposˇtevanjem izraza (3.19) lahko zgornji izraz zapiˇsemo kot:
f+(u0, θˆ,uz) = n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
e
− md
2kBT
u′2z δ(θˆ − θ¯)
∞∫︂
w
e
− md
2kBT
u′20 δ(u′0 − u0) du′0 =
= n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
e
−md(u
2
0+u
2
z)
2kBT δ
(︂
θˆ − θ¯
)︂
H(u0 − w).
(3.22)
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Nadalje dolocˇimo statisticˇno povprecˇje kota odboja oz. kot, ki predstavlja smer, v
katero se v povprecˇju odbijajo delci, kar storimo z resˇitvijo integrala v izrazu (3.21).
Tako dobimo sledecˇe sosledje izrazov:
θ¯(xˆ) =
1
π
−π
2∫︂
π
2
π
2∫︂
−π
2
θˆ · δ
(︂
θˆ −
(︂
fK(xˆ)− θˆ
)︂)︂
dθˆ
′
dθˆ =
=
1
π
−π
2∫︂
π
2
(︂
fK(xˆ)− θˆ
)︂
·
(︂
H
(︂
θˆ +
π
2
− fK(xˆ)
)︂
−H
(︂
θˆ − π
2
− fK(xˆ)
)︂)︂
dθˆ
′
=
= − 1
π
π
2∫︂
−π
2
+fK(xˆ)
(︂
fK(xˆ)− θˆ
)︂
dθˆ =
=
1
2
f(xˆ)(π − fK(xˆ)).
(3.23)
kjer jeH Heavisidova funkcija. Pri dolocˇitvi integracijskih meja smo zanemarili dejstvo,
da na nekaterih mestih vzdolzˇ stene delci ne morejo vpadati oziroma se odbijati v danem
intervalu kotov. Dodatno pojasnilo integracijskih meja podaja slika 3.1. V nadaljnjih
izpeljavah bomo zapis s Heavisidovimi funkcijami izpusˇcˇali, ker je v enacˇbi (3.23) drugi
cˇlen v drugi vrstici na predpostavljenem integracijskem obmocˇju vedno enak 1.
Funkcija gostote verjetnosti hitrosti delcev, izrazˇena v cilindricˇnih koordinatah, je v
skladu z izrazom (3.22) tako enaka:
f+(u0, θˆ,uz) = n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
e
−md(u
2
0+u
2
z)
2kBT δ
(︃
θˆ − 1
2
f(xˆ)(π − fK(xˆ))
)︃
H(u0 − w).
(3.24)
Skupna funkcija gostote verjetnosti hitrosti ob steni, zapisana v cilindricˇnih koordina-
tah, je v skladu z izrazom (2.130) enaka:
f(u0,θˆ,uz) =
1
2
n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
e
− md
2kBT
(u20+u
2
z)(1− sgn(uy)) +
+
1
2
n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
e
−md(u
2
0+u
2
z)
2kBT δ
(︃
θˆ − 1
2
fK(xˆ)(π − fK(xˆ))
)︃
H(u0 − w)(1− sgn(uy)).
(3.25)
V zgornjem izrazu smo izpustili notacijo z apostrofi v delu izraza, ki predstavlja pri-
spevek delcev, ki vpadajo proti steni.
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3.3 Izpeljava izrazov za komponenti hitrosti fluida
ob steni
V tem delu predstavimo izpeljavo izrazov za statisticˇni povprecˇji tangencialne in nor-
malne komponente hitrosti fluida, ki veljata na prostorski skali kontinuuma. Pri tem
se ravnamo glede na formalizem, predstavljen v podpoglavju 2.1.3. Uposˇtevamo trans-
formacije hitrosti, predstavljene v delu 3.1.
V skladu z izrazom (2.22) izpeljemo izraz za statisticˇno povprecˇje tangencialne kom-
ponente hitrosti fluida ob steni (i = 1 = x), ki je enak:
vx(xˆ,y = yKn,w) =
1
n
⟨vx⟩ = 1
n
⟨u0 sin(θˆ)⟩+ w. (3.26)
Statisticˇno povprecˇje, ki se pojavi v zgornjem izrazu, dolocˇimo kakor veleva definicija
(2.15), s cˇimer dobimo:
⟨︂
u0 sin(θˆ)
⟩︂
=
=
1
n
⎡⎣∫︂∫︂∫︂
uy<0
u0 sin θˆ · f− du dθˆ duz +
∫︂∫︂∫︂
uy>0
u0 sin θˆ · f+(−u0) du dθˆ duz
⎤⎦ . (3.27)
V zgornjem izrazu se pojavita dva mnogoterna integrala, ki ju dolocˇimo prek obmocˇij
oz. intervalov spremenljivk, ki zadosˇcˇata pogojema vy < 0 in vy > 0. Integracijske
meje, ki zadosˇcˇajo pogoju uy < 0 so enake θˆ ∈
[︁
π
2
,−π
2
]︁
, u0 ∈ [w,∞] in uz ∈ [−∞,∞],
medtem ko za pogoj uy > 0 enakovredno veljajo meje θˆ ∈
[︁−π
2
, π
2
]︁
, u0 ∈ [w,∞] in
uz ∈ [−∞,∞]. Tudi v tem primeru smo pri dolocˇitvi integracijskih meja zanemarili
dejstvo, da na nekaterih mestih vzdolzˇ stene delci ne morejo vpadati oziroma se odbijati
v danem intervalu kotov. Izbiro meja integralov pojasnjuje slika 3.1.
Prvi integral v izrazu (3.27) je enak:
∫︂∫︂∫︂
uy<0
u0 sin θˆ · f− (−u0) du dθˆ duz = −
∞∫︂
−∞
−π
2∫︂
π
2
∞∫︂
w
u20 sin(θˆ) · f− du dθˆ duz =
= −n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
∞∫︂
−∞
e
−mdu
2
z
2kBT duz
−π
2∫︂
π
2
sin(θˆ) dθˆ
∞∫︂
w
u20 e
−mdu
2
0
2kBT du0 = 0.
(3.28)
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Iz resˇitve drugega integrala v izrazu (3.28) je razvidno, da je ta prispevek k skupnemu
izrazu nicˇen. Na enakovreden nacˇin obravnavamo drugi integral v izrazu (3.27):
∫︂∫︂∫︂
uy>0
u0 sin θˆ · f+ (−u0) du dθˆ duz = −
∞∫︂
−∞
π
2∫︂
−π
2
∞∫︂
w
u20 sin(θˆ) · f+ du dθˆ duz =
= −n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
∞∫︂
−∞
e
−mdu
2
z
2kBT duz
π
2∫︂
−π
2
sin(θˆ)δ
(︂
θˆ − θ¯(xˆ)
)︂
dθˆ
∞∫︂
w
u20 e
−mdu
2
0
2kBT du0 =
= n
md
2πkBT
(︄
π
4
(︃
2kBT
md
)︃ 3
2
erfc
(︃√︃
md
2kBT
w
)︃
+
kBT
md
we
−mdw
2
2kBT
)︄
·
· sin
(︃
1
2
fK(xˆ) (fK(xˆ)− π)
)︃
.
(3.29)
Z uposˇtevanjem izrazov (3.26), (3.28) in (3.29) tako lahko zapiˇsemo izraz za statisticˇno
povprecˇje komponente hitrosti vx ob steni, ki se glasi:
vx(xˆ,y = yKn,w) = w +
(︄
1
4
√︃
2kBT
πm
erfc
(︃√︃
md
2kBT
w
)︃
+
w
2π
e
−mdw
2
2kBT
)︄
g(xˆ), (3.30)
pri cˇemer uposˇtevamo g(xˆ) = sin
(︁
1
2
fK(xˆ)(fK(xˆ)− π)
)︁
. Medtem ko zgornji izraz opi-
suje hitrost ob povrsˇini gibajocˇe stene, lahko po nacˇelu relativnosti hitrosti napravimo
enostavno transformacijo v globalni koordinatni sistem, v katerem stena miruje. Z
uposˇtevanjem transformacij prostorskih in hitrostnih koordinat lahko zgornji izraz pre-
oblikujemo v:
vx(xˆ,y ∈ yKn,w) =
(︄
1
4
√︃
2kBT
πmd
erfc
(︃√︃
md
2kBT
w
)︃
+
w
2π
e
−mdw
2
2kBT
)︄
g1(x), (3.31)
kjer drzˇi:
g1(x) = sin
(︃
1
2
K1 cos
(︃
2πx
L0
)︃(︃
cos
(︃
2πx
L0
)︃
− π
)︃)︃
. (3.32)
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Komponento hitrosti, vzporedno osi y (i = 2 = y), izpeljemo prek zakona o ohranitvi
mase (2.104). Ker velja, da je povprecˇna hitrost vzdolzˇ osi z enaka 0, lahko zapiˇsemo
za statisticˇni povprecˇji hitrosti ob steni:
∂vx(yKn)
∂x
+
∂vy(yKn)
∂y
= 0. (3.33)
Nadalje privzamemo, da je mogocˇe izraza za komponenti hitrosti vx(yKn) in vy(yKn)
zapisati kot locˇljivi funkciji spremenljivk x in y, kar pomeni, da velja:
vx(x,y) = fa(x) · fb(y),
vy(x,y) = fc(x) · fd(y).
(3.34)
Ob uposˇtevanju zgornjega zapisa in izraza (3.33) mora posledicˇno veljati:
f ′a(x) · fb = −fc(x) · f ′d(y), (3.35)
kjer f ′a(x) in f
′
d(y) oznacˇujeta odvoda funkcij fa(x) in fd(y). Ker smo predpostavili, da
je mogocˇe zapisati komponenti hitrosti kot locˇljivi funkciji spremenljivk, mora veljati:
vy(x,y) = fc(x) ·
∫︂
f ′d(y) dy. (3.36)
Z uposˇtevanjem izraza (3.35) lahko za komponento hitrosti v smeri y tako zapiˇsemo:
vy(x,y) = fc(x) ·
∫︂ (︃
−fb(y)
fc(x)
f ′a(x)
)︃
dy = −f ′a(x) ·
∫︂
fb(y)dy = −f ′a(x) · k0. (3.37)
Pri tem smo predpostavili, da je funkcija, ki se v zgornjem izrazu pojavi kot integral,
za vrednost y = yKn neka konstanta k0, kar pomeni, da je komponenta hitrosti vy
linearno odvisna od vx. Nadalje privzamemo, da je red velikosti konstante k0 priblizˇno
enak 1 (O(k0) ≃ 1). Tako lahko zapiˇsemo izraz za komponento hitrosti vy kot:
vy(x,y = yKn,w) = −k1 · d
dx
vx(x,y = yKn,w) = −k1v′x(x), (3.38)
kjer je k1 neka konstanta, ki ima enoto dolzˇine. Z uposˇtevanjem izraza (3.31) lahko
izraz za za statisticˇno povprecˇje komponente hitrosti v smeri vzdolzˇ osi y zapiˇsemo kot:
vy(x,y = yKn,w) =
(︄
1
4
√︃
2kBT
πmd
erfc
(︃√︃
md
2kBT
w
)︃
+
w
2π
e
−mdw
2
2kBT
)︄
g2(x), (3.39)
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kjer velja:
g2(x) =
πK1k1
L0
sin
(︃
2πx
L0
)︃(︃
π − 2K1 cos
(︃
2πx
L0
)︃)︃
·
· cos
(︃
1
2
K1 cos
(︃
2πx
L0
)︃(︃
K1 cos
(︃
2πx
L0
)︃
− π
)︃)︃
. (3.40)
3.4 Izpeljava izrazov za elemente napetostnega ten-
zorja ob steni
V tem delu predstavimo izpeljavo izrazov komponente napetostnega tenzorja, ki veljajo
na makroskopskem prostorskem nivoju. Pri tem sledimo formalizmu, predstavljenemu
v delu 2.1.3. Uposˇtevamo transformacije hitrosti, predstavljene v podpoglavju 3.1.
Statisticˇno povprecˇje elementa napetostnega tenzorja σij izpeljemo v skladu z izra-
zom (2.24). Pricˇnemo z izpeljavo splosˇnega izraza za diagonalni element napetostnega
tenzorja σii (i = j), kar pomeni, da velja:
σii = ⟨md(vi − vi)(vi − vi)⟩ = md
⟨︁
(v2i − 2vivi + v2i )
⟩︁
= md
(︁⟨︁
v2i
⟩︁− nv2i )︁ . (3.41)
V zgornjem izrazu smo uposˇtevali dejstvo, da je statisticˇno povprecˇenje neke konstante
enakovredno mnozˇenju s sˇtevilsko gostoto. To lahko enostavno opazimo s pregledom
izraza (2.15).
Ker zgornja identiteta velja za vse tri komponente vektorja hitrosti, je torej razvi-
dno, da je v splosˇnem za dolocˇitev diagonalnih elementov napetostnega tenzorja σii
potrebno dolocˇiti le statisticˇno povprecˇje kvadrata komponente hitrosti v2i , medtem ko
vi predstavlja statisticˇno povprecˇje komponente hitrosti vi, kot jo dolocˇa izraz (3.31).
Za diagonalni element nap. tenzorja, ko je i = j = 1 = x, v skladu z izrazom (3.41)
velja:
σxx = md
(︁⟨︁
v2x
⟩︁− nv2x)︁ . (3.42)
Statisticˇno povprecˇje ⟨v2x⟩ dolocˇimo kot:
⟨︁
v2x
⟩︁
=
⟨︃(︂
u0 sin(θˆ) + w
)︂2⟩︃
=
⟨︂
u20 sin
2(θˆ)
⟩︂
+ 2w
⟨︂
u0 sin(θˆ)
⟩︂
+ nw2 =
=
∫︂∫︂∫︂
vy<0
u20 sin
2(θˆ) · f− dvx dvy dvz +
∫︂∫︂∫︂
vy>0
u20 sin
2(θˆ) · f+ dvx dvy dvz +
+ 2w
⎡⎣∫︂∫︂∫︂
vy<0
u0 sin(θˆ) · f− dvx dvy dvz +
∫︂∫︂∫︂
vy>0
u0 sin(θˆ) · f+ dvx dvy dvz
⎤⎦+ nw2.
(3.43)
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Opazno je, da je zgornji izraz sestavljen iz treh prispevkov, v katerih se pojavijo mno-
goterni integrali, vsakega od katerih dolocˇimo posebej. Prvi prispevek v izrazu (3.43)
predstavlja vsota sledecˇih integralov:
∫︂∫︂∫︂
vy<0
u20 sin
2(θˆ) · f− dvx dvy dvz = −
∫︂∫︂∫︂
vy<0
u20 sin
2(θˆ) · f− u20 du0 dθˆ duz =
= −n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
−π
2∫︂
π
2
sin2(θˆ) dθˆ
∞∫︂
w
u30e
−mdu
2
0
2kBT du0
∞∫︂
−∞
e
−mdu
2
z
2kBT duz =
= n
kBT
2md
e
−mdw
2
2kBT
(︃
1 +
mw2
2kBT
)︃
,
(3.44)
∫︂∫︂∫︂
vy>0
u20 sin
2(θˆ) · f+ dvx dvy dvz = −
∫︂∫︂∫︂
vy>0
u20 sin
2(θˆ) · f+ du0 dθˆ duz =
= −n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
π
2∫︂
−π
2
sin2(θˆ) δ
(︂
θˆ − θ¯(θˆ)
)︂
dθˆ
∞∫︂
w
u30 e
−mpu
2
0
2kBT du0
∞∫︂
−∞
e
−mdu
2
z
2kBT duz =
− nkBT
πmd
e
−mdu
2
0
2kBT
(︃
1 +
mw2
2kBT
)︃
sin2
(︃
1
2
fK(x) (fK(x)− π)
)︃
.
(3.45)
Opazimo lahko, da je drugi prispevek v izrazu (3.43) enak vsoti predhodno omenjenih
mnogoternih integralov (3.28) in (3.29), ki jo mnozˇimo z 2w. Celotni izraz (3.43) je
tako enak:
⟨︁
v2x
⟩︁
= n
kBT
2md
e
−mdw
2
2kBT
(︃
1 +
mw2
2kBT
)︃(︃
1− 2
π
g21(xˆ)
)︃
−
+ n
(︄
2w
(︄
1
4
√︃
2kBT
πmd
erfc
(︃√︃
m
2kBT
w
)︃
+
w
2π
e
−mdw
2
2kBT
)︄
g1(xˆ) + w
2
)︄
.
(3.46)
Cˇlen nv2x v izrazu (3.42) v skladu z izrazom (3.30) zapiˇsemo kot:
nv2x = n
[︄
w2 + 2w
(︄
1
4
√︃
2kBT
πmd
erfc
(︃√︃
m
2kBT
w
)︃
+
w
2π
e
−mdw
2
2kBT
)︄
g1(xˆ)+
+
(︄
1
4
√︃
2kBT
πmd
erfc
(︃√︃
m
2kBT
w
)︃
+
w
2π
e
−mdw
2
2kBT
)︄2
g21(xˆ)
⎤⎦ . (3.47)
52
Izpeljava izrazov za velicˇine ob steni
Komponento napetostnega tenzorja σxx, ki jo predstavlja izraz (3.42), tako sestavimo
iz izrazov (3.46) in (3.47) in dobimo:
σxx = ρ
[︃
kBT
2mp
e
−mdw
2
2kBT
(︃
1 +
mw2
2kBT
(︃
1− 2
π
g21(x)
)︃)︃
−
−
(︄
1
4
√︃
2kBT
πmd
erfc
(︃√︃
m
2kBT
w
)︃
+
w
2π
e
−mdw
2
2kBT
)︄2
g21(x)
⎤⎦ . (3.48)
V zgornjem izrazu smo namesto xˆ pisali x, ker lahko v izrazu (3.17) izberemo poljubno
konstanto, ki dolocˇa transformacijo.
Za primer elementa napetostnega tenzorja, ko je i = j = 2 = y, lahko v skladu z
izrazom (3.41) zapiˇsemo:
σyy = mp
(︁⟨︁
v2y
⟩︁− nv2y)︁ . (3.49)
Statisticˇno povprecˇje
⟨︁
v2y
⟩︁
dolocˇimo kot:
⟨︁
v2y
⟩︁
=
⟨︃(︂
u0 cos(θˆ)
)︂2⟩︃
=
=
∫︂∫︂∫︂
vy<0
u20 cos
2(θˆ) · f− dvx dvy dvz +
∫︂∫︂∫︂
vy>0
u20 cos
2(θˆ) · f+ dvx dvy dvz.
(3.50)
Mnogoterna integrala, ki se pojavita v izrazu (3.50), sta enaka:
∫︂∫︂∫︂
vy<0
u20 cos
2(θˆ) · f− dvx dvy dvz = −
∫︂∫︂∫︂
vy<0
u20 cos
2(θˆ) · f− du0 dθˆ duz =
= −
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
−π
2∫︂
π
2
cos2(θˆ) dθˆ
∞∫︂
w
u30e
−mdu
2
0
2kBT du0
∞∫︂
−∞
=
= n
kBT
2md
e
−mdw
2
2kBT
(︃
1 +
mdw
2
2kBT
)︃
,
(3.51)
∫︂∫︂∫︂
vy>0
u20 cos
2(θˆ) · f+ dvx dvy dvz = −
∫︂∫︂∫︂
vy>0
u20 cos
2(θˆ) · f+ du0 dθˆ duz =
= −
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
π
2∫︂
−π
2
cos2(θˆ)δ
(︂
θˆ − θ¯(x)
)︂
dθˆ
∞∫︂
w
u30e
−mdu
2
0
2kBT du0
∞∫︂
−∞
=
= −nkBT
πmd
e
−mdw
2
2kBT
(︃
1 +
mdw
2
2kBT
)︃
cos2
(︃
1
2
fK(x) (fK(x)− π)
)︃
.
(3.52)
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Statisticˇno povprecˇje
⟨︁
v2y
⟩︁
je v skladu z izrazoma (3.51) in (3.52) enako:
⟨︁
v2y
⟩︁
= n
kBT
2md
e
−mdw
2
2kBT
(︃
1 +
mdw
2
2kBT
)︃(︃
1− 2
π
g23(x)
)︃
, (3.53)
kjer smo oznacˇili:
g3(x) = cos
(︃
1
2
K1 cos
(︃
2πx
L0
)︃(︃
cos
(︃
2πx
L0
)︃
− π
)︃)︃
. (3.54)
Z uposˇtevanjem zgornjega izraza in izraza (3.39) tako lahko zapiˇsemo izraz za element
napetostnega tenzorja σyy, ki je enak:
σyy = ρ
[︃
kBT
2md
e
−mdw
2
2kBT
(︃
1 +
mdw
2
2kBT
)︃(︃
1− 2
π
g23(x)
)︃
−
−
(︄
1
4
√︃
2kBT
πmd
erfc
(︃√︃
md
2kBT
w
)︃
+
w
2π
e
−mdw
2
2kBT
)︄2
g22(x)
⎤⎦ . (3.55)
Nadaljujemo z izpeljavo izraza za izvendiagonalnia elementa napetostnega tenzorja σyx
oz. σxy, ki ju dolocˇa izraz (2.24). Ta dva elementa napetostnega tenzorja sta enaka, kar
smo pojasnili v podpoglavju 2.1.3 ob definiciji splosˇnega izraza za element napetostnega
tenzorja σij. Element σyx tako dolocˇimo kot:
σyx = md ⟨(vx − vx)(vy − vy)⟩ = md (⟨vxvy⟩ − vx ⟨vy⟩ − vy ⟨vx⟩+ nvxvy) =
= md(⟨vxvy⟩ − nvxvy).
(3.56)
Statisticˇno povprecˇje ⟨vxvy⟩, ki se pojavi v zgornjem izrazu, je enako:
⟨vxvy⟩ =
⟨︂
(u0 sin(θˆ) + w)u0 cos(θˆ)
⟩︂
=
1
2
⟨︂
u20 sin(2θˆ)
⟩︂
+ w
⟨︂
u0 cos(θˆ)
⟩︂
. (3.57)
Statisticˇno povprecˇje
⟨︂
u20 sin(2θˆ)
⟩︂
, ki se pojavi v prvem cˇlenu v izrazu (3.57), je sesta-
vljeno iz dveh prispevkov:
⟨︂
u20 sin(2θˆ)
⟩︂
=
∫︂∫︂∫︂
vy<0
u20 sin(2θˆ) · f− dvx dvy dvz +
∫︂∫︂∫︂
vy>0
u20 sin(2θˆ) · f+ dvx dvy dvz.
(3.58)
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Prvi integral v izrazu (3.58) je enak:
∫︂∫︂∫︂
vy<0
u20 sin(2θˆ) · f− dvx dvy dvz =
= −n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
−π
2∫︂
π
2
sin(2θˆ) dθˆ
∞∫︂
w
u30e
−mdu
2
0
2kBT du0
∞∫︂
−∞
uze
−mdu
2
z
2kBT duz = 0,
(3.59)
medtem ko je drugi integral v istem izrazu enak:
∫︂∫︂∫︂
vy>0
u20 sin(2θˆ) · f+ dvx dvy dvz =
= −n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
π
2∫︂
−π
2
sin(2θˆ) δ
(︂
θˆ − θ¯(xˆ)
)︂
dθˆ
∞∫︂
w
u30e
−mdu
2
0
2kBT du0
∞∫︂
−∞
uze
−mdu
2
z
2kBT duz =
n
kBT
2πmd
e
−mdw
2
2kBT
(︃
1 +
mdw
2
2kBT
)︃
sin
(︃
K1 cos
(︃
2πxˆ
L0
)︃(︃
cos
(︃
2πxˆ
L0
)︃
− π
)︃)︃
.
(3.60)
Statisticˇno povprecˇje
⟨︂
u0 cos(θˆ)
⟩︂
, ki se pojavi v drugem cˇlenu v izrazu (3.57), je prav
tako sestavljeno iz dveh prispevkov:
⟨︂
u0 cos(θˆ)
⟩︂
=
∫︂∫︂∫︂
vy<0
u0 cos(θˆ)·f− dvx dvy dvz+
∫︂∫︂∫︂
vy>0
u0 cos(θˆ)·f+ dvx dvy dvz. (3.61)
Prvi integral v izrazu (3.61) je enak:
∫︂∫︂∫︂
vy<0
u0 cos(θˆ) · f− dvx dvy dvz =
= −n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
−π
2∫︂
π
2
cos θˆdθˆ
∞∫︂
w
u20e
− mu
2
0
2kBT du0
∞∫︂
−∞
e
− mu
2
z
2kBT duz =
= n
[︄
1
2
√︃
2kBT
πmd
erfc
(︃√︃
md
2kBT
w
)︃
+
w
π
e
−mdw
2
2kBT
]︄
,
(3.62)
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drugi integral v izrazu (3.61) pa je enak:
∫︂∫︂∫︂
vy>0
u0 cos(θˆ) · f+ dvx dvy dvz =
= −n
(︃
md
2πkBT
)︃ 3
2
π
2∫︂
−π
2
cos(θˆ − θ¯(xˆ))dθˆ
∞∫︂
w
u20e
− mu
2
0
2kBT du0
∞∫︂
−∞
e
− mu
2
z
2kBT duz =
= −n
[︄
1
4
√︃
2kBT
πmd
erfc
(︃√︃
md
2kBT
w
)︃
+
w
2π
e
−mdw
2
2kBT
]︄
cos
(︃
1
2
fK(x)(fK(x)− π)
)︃
.
(3.63)
Z uposˇtevanjem izrazov (3.59), (3.60), (3.62) in (3.63) lahko zapiˇsemo statisticˇno pov-
precˇje ⟨vxvy⟩ kakor:
⟨vxvy⟩ = n
[︃
kBT
2πmd
(︃
1 +
mdw
2
2kBT
)︃
e
−mdw
2
2kBT g4(xˆ) +
+w
(︄
1
4
√︃
2kBT
πmd
erfc
(︃√︃
md
2kBT
w
)︃
+
w
2π
e
−mdw
2
2kBT
)︄
(2− g3(xˆ))
]︄
,
(3.64)
kjer funkcijo g3(x) dolocˇa izraz (3.54). V zgornjem izrazu smo tudi uvedli funkcijo:
g4(x) = sin
(︃
K1 cos
(︃
2πx
L0
)︃(︃
cos
(︃
2πx
L0
)︃
− π
)︃)︃
. (3.65)
Cˇlen nvxvy v izrazu (3.56) je enak:
nvxvy = n
[︄(︄
w +
(︄
1
4
√︃
2kBT
πmd
erfc
(︃√︃
md
2kBT
w
)︃
+
w
2π
e
−mdw
2
2kBT
)︄)︄
g1(xˆ)·
·
(︄
1
4
√︃
2kBT
πmd
erfc
(︃√︃
md
2kBT
)︃
+
w
2π
e
−mdw
2
2kBT
)︄
g2(xˆ)
]︄
.
(3.66)
Izraz za element napetostnega tenzorja σyx ob steni tako z uposˇtevanjem izrazov (3.64)
in (3.66) zapiˇsemo kot:
σyx = ρ
[︃
kBT
2πmd
e
−mdw
2
2kBT
(︃
1 +
mw2
2kBT
)︃
· g4(x) +
+w
(︄
1
4
√︃
2kBT
πmd
erfc
(︃√︃
md
2kBT
w
)︃
+
w
2π
e
−mdw
2
2kBT
)︄
· (2− g3(x)− g1(x))
−
(︄
1
4
√︃
2kBT
πmd
erfc
(︃√︃
md
2kBT
w
)︃
+
w
2π
e
−mdw
2
2kBT
)︄2
· g1(x) · g2(x)
⎤⎦ .
(3.67)
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Funkcije g1(x), g2(x), g3(x) in g4(x), ki se pojavijo v prejˇsnjem izrazu, dolocˇajo izrazi
(3.32), (3.40), (3.54) in (3.65).
3.5 Vpliv stene na stabilnost toka
Statisticˇna povprecˇja hitrosti in elementov napetostnega tenzorja, ki smo jih dolocˇili
v podpoglavjih 3.3 in 3.4, lahko predstavljajo robne pogoje pri obravnavi stabilnosti
toka, katere teoreticˇni formalizem smo predstavili v podpoglavju 2.8.
Za obravnavani primer stabilnosti toka, ki ga prikazuje slika 2.7, komponenti osnovnega
hitrostnega polja Ux in Uy zapiˇsemo v sledecˇi obliki:
Ux(x,y) = U0
y
H
+ Us,x(x,U0) · δ(y −H0)− Us,x(x,U0) · δ(y +H0),
Uy(x,y) = Us,y(x,U0) · δ(y −H0)− Us,y(x,U0) · δ(y +H0),
(3.68)
kjer cˇlen Us,y(x,U0) popiˇse prispevek nihanj hitrostnega polja ob povrsˇinah. Po obliki
je soroden izrazu (3.31), pri cˇemer se od tega izraza razlikuje le v tem, da se v argu-
mentu funkcije g1, ki jo podaja (3.32) namesto spremenljivke x pojavi spremenljivka
xˆ, definirana kot (3.17). Kljub temu velja, da sta prispevka, ki ju dolocˇa Us,y(x,U0),
periodicˇni funkciji spremenljivke x. Prek izpeljanih izrazov za elemente napetostnega
tenzorja (3.55) je mogocˇe dolocˇiti prispevek zunanjih sil v gibalni enacˇbi kot:
fx(x) =
1
L30
∫︂∫︂
A
(σxx(x) + σyx(x)) dy dz,
fy(x) =
1
L30
∫︂∫︂
A
(σyy(x) + σxy(x)) dx dz,
(3.69)
kjer je L0 karakteristicˇna dolzˇina. Pri tem smo uposˇtevali enakost σyx = σxy. Ker sta
v tem primeru komponenti osnovnega hitrostnega polja odvisni od obeh spremenljivk
prostora, je izraz (2.146) neprimeren za analizo stabilnosti hitrostnega polja, kot smo ga
definirali prek (3.68). Kljub temu lahko vseeno pokazˇemo, da je vpliv cˇlenov Us,x in Us,y
izrazi v vplivu na stabilnost. Cˇe pri dani definiciji hitrostnega polja iz gibalnih enacˇb
izlocˇimo tlacˇni gradient na analogen nacˇin kot pri izpeljavi izraza (2.137), dospemo do
sledecˇega izraza:
ρ
[︃
∂
∂t
(︃
∂ux
∂y
− ∂uy
∂x
)︃
+
(︃
Ux
∂
∂x
+ Uy
∂
∂y
+
∂Ux
∂x
)︃(︃
∂ux
∂y
− ∂uy
∂x
)︃
+ ux
(︃
∂Ux
∂y
− ∂Uy
∂x
)︃]︃
=
= µ
[︃
∂
∂y
(︃
∂2ux
∂x2
+
∂2ux
∂y2
)︃
− ∂
∂x
(︃
∂2uy
∂x2
+
∂2uy
∂y2
)︃]︃
+
(︃
∂fx
∂y
− ∂fy
∂x
)︃
.
(3.70)
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V izrazu (3.70), prek katerega je mogocˇe problem stabilnosti zapisati v obliki sistema
linearnih enacˇb, igrata funkciji Ux(x) in Uy(x) vlogo koeficientov, pri cˇemer sta obe
funkciji periodicˇni glede na prostorsko koordinato x, kar lahko v splosˇnem zapiˇsemo
kot:
Dij(x)Ψj(x) + ξi = λΨi, (3.71)
kjer sta Dij(x) in ξ(x)i nek linearni operator in vzbujevalni cˇlen, ki sta periodicˇno
odvisna od x.
Sisteme linearnih enacˇb, v katerih se pojavijo koeficienti, ki so periodicˇne funkcije
nekega parametra, obravnava Floquetova teorija sistemov enacˇb [49]. Linearne enacˇbe
taksˇne oblike lahko v splosˇnem zapiˇsemo kot:
yi = Aij(t)xj, (3.72)
kjer velja, da je A(t) = A(τ + t) za neko periodo τ . Iz Floquetove teorije sledi, da so
tudi lastne vrednosti taksˇnih sistemov periodicˇne funkcije parametra t. Iz tega sledi
dejstvo, da so lastne vrednosti sistema (3.71) periodicˇne funkcije spremenljivke x.
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4 Rezultati
V tem poglavju predstavimo rezultate izpeljav, prikazanih in razlozˇenih v poglavju
3. Izracˇuni statisticˇnih povprecˇjih hitrosti ob steni temeljijo na izpeljavah, predsta-
vljenih v podpoglavju 3.3, izracˇuni elementov napetostnega tenzorja pa na izpeljavah,
predstavljenih v poglavju 3.4.
Izracˇune komponent makroskopske hitrosti in elementov napetostnega tenzorja ob steni
smo napravili za plina neon in argon ter za dve razlicˇni steni, ki se med seboj razlikujeta
v geometrijskih parametrih. Masa atoma neona je enaka md = 3,35079 ·10−26 kg, masa
atoma argona pa je enaka md = 6,63352 · 10−26 kg [50]. Pri izracˇunu velicˇin, ki jih
predstavimo v tem poglavju, smo v splosˇnem predpostavili, da steno oz. povrsˇino
obteka fluid s temperaturo T = 20 ◦C in tlakom p = 1,01325 bar.
Pri izbiri parametrov h in L, ki definirata geometrijo stene na mikroskopski ravni,
smo obravnavali dva razlicˇna primera. V prvem primeru smo obravnavali idealizirano
povrsˇino oziroma steno, za katero smo parametra predpostavili sami, v drugem primeru
pa smo ju dolocˇili na podlagi podatkov, dostopnih v literaturi [28]. V prvem primeru
idealizirane stene smo tako predpostavili vrednosti valovne dolzˇine L, ki znasˇa L0 =
1 ·10−7 m in amplitude h, ki znasˇa h = 1 ·10−10 m. V drugem primeru smo privzeli, da
fluid obteka povrsˇino monokristalnega litijevega flourida oz. LiF(100). V tem primeru
sta parametra h in L enaka h = 0,1217 · 10−10 m in L0 = 4 · 10−10 m [28].
Glede konstante k1, ki se pojavi v izrazu (3.40), privzamemo, da je enaka k1 = 0,1L0.
Vrednost te konstante smo dolocˇili na podlagi predpostavke, da sta amplitudi, s kate-
rima se vzdolzˇ stene spreminjata vx in vy, istega velikostnega reda.
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Rezultati
4.1 Statisticˇno povprecˇje hitrosti fluida ob steni
V tem podpoglavju predstavimo rezultate izpeljav statisticˇnih povprecˇij komponent
hitrosti ob steni.
Na spodnjih slikah so prikazana statisticˇna povprecˇja komponent hitrosti fluida ob
steni vx,s in vy,s v odvisnosti odvisnosti od koordinate x, kot ju dolocˇata izraza (3.31)
in (3.39). Rezultate prikazˇemo v primerih, ko neon in argon obtekata idealizirano
steno s predpostavljenimi geometrijskimi parametri in steno iz LiF, pri cˇemer je hitrost
prostega toka oziroma hitrost toka dalecˇ stran od stene w = 0 m
s
.
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Slika 4.1: Statisticˇna povprecˇja komponent hitrosti neona in argona ob idealizirani
steni.
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Slika 4.2: Statisticˇna povprecˇja komponent hitrosti neona in argona ob LiF steni.
Povecˇano funkcijo fO smo prikazali z namenom lazˇjega razumevanja rezultatov.
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Rezultati
Prikazˇemo lahko tudi funkcijsko odvisnost amplitude, s katero se posamezna kompo-
nenta hitrosti spreminja vzdolzˇ povrsˇine v odvisnosti od hitrosti toka dalecˇ stran od
stene w, kar prikazujeta spodnji sliki. Amplitudi komponent v0,x in v0,y dolocˇata iz-
raza (3.31) in (3.39) pri najvecˇji mozˇni vrednosti funkcij g1(x) in g2(x) na intervalu
x ∈ [0, L]. Rezultate prikazˇemo v primerih, ko neon in argon obtekata idealizirano
steno s predpostavljenimi geometrijskimi parametri in steno iz LiF.
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Slika 4.3: Amplitude statisticˇnih povprecˇij komponent hitrosti neona in argona ob
idealizirani steni.
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Slika 4.4: Amplitude statisticˇnih povprecˇij komponent hitrosti neona in argona ob
LiF steni.
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Rezultati
Prikazˇemo lahko tudi odvisnost amplitude nihanj komponent statisticˇnih povprecˇij
hitrosti ob steni v odvisnosti od temperature fluida T . Amplitudi komponent v0,x in
v0,y dolocˇata izraza (3.31) in (3.39) pri najvecˇji mozˇni vrednosti funkcij g1(x) in g2(x)
na intervalu x ∈ [0, L]. Rezultate prikazˇemo v primerih, ko neon in argon obtekata
idealizirano steno s predpostavljenimi geometrijskimi parametri in steno iz LiF.
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Slika 4.5: Amplitude statisticˇnih povprecˇij komponent hitrosti neona in argona ob
idealizirani steni.
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Slika 4.6: Amplitude statisticˇnih povprecˇij komponent hitrosti neona in argona ob
LiF steni.
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4.2 Elementi napetostnega tenzorja ob steni
V tem podpoglavju predstavimo rezultate izpeljav elementov napetostnega tenzorja.
Na spodnjih slikah sta prikazana elementa napetostnega tenzorja σxx in σyy ob steni
v odvisnosti od koordinate x za primer, ko neon in argon obtekata idealizirano steno.
Elementa napetostnega tenzorja smo dolocˇili za vrednost w = 0 m
s
prek izrazov (3.48)
in (3.55).
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Slika 4.7: Element napetostnega tenzorja σxx v primeru, ko idealizirano steno
obtekata neon in argon.
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Slika 4.8: Element napetostnega tenzorja σyy v primeru, ko idealizirano steno
obtekata neon in argon.
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Rezultati
Na spodnjih slikah sta prikazana elementa napetostnega tenzorja σxx in σyy ob steni v
odvisnosti od koordinate x za primer, ko neon in argon obtekata steno iz LiF. Elementa
napetostnega tenzorja smo enako kot prej dolocˇili za vrednost w = 0 m
s
prek izrazov
(3.48) in (3.55).
0 1 2 3 4 5 6 7 8
10-10
1
2
3
4
5
6
Ve
lik
os
t e
l. 
na
pe
to
st
ne
ga
 te
nz
or
ja 
xx
 
[P
a] 10
4
Ne
Ar
Slika 4.9: Element napetostnega tenzorja σxx v primeru, ko argon in neon obtekata
LiF steno.
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Slika 4.10: Element napetostnega tenzorja σyy v primeru, ko argon in neon obtekata
LiF steno.
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Rezultati
Na spodnjih slikah je prikazan element napetostnega tenzorja σyx ob steni v odvisnosti
od koordinate x v primerih, ko argon in neon obtekata idealizirano steno in steno iz
LiF. Element napetostnega tenzorja smo dolocˇili za vrednost w = 0 m
s
prek izraza
(3.67).
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Slika 4.11: Element napetostnega tenzorja σyx v primeru, ko argon in neon obtekata
idealizirano steno.
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Slika 4.12: Element napetostnega tenzorja σyx v primeru, ko argon in neon obtekata
LiF steno.
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Rezultati
Prikazˇemo lahko tudi, kako se povprecˇja elementov napetostnega tenzorja ob steni σ¯xx,
σ¯yy in σ¯yx spreminjajo v odvisnosti od hitrosti toka dalecˇ stran od stene. Povprecˇja
velicˇin pojasnjuje izraz (5.2). Ta so odvisna od povprecˇnih vrednostih funkcij g1(x),
g2(x), g3(x) in g4(x) na intervalu x ∈ [0, L], ki se pojavijo v izrazih (3.48), (3.55) in
(3.67).
Spodnji dve sliki prikazujeta primera, ko neon in argon obtekata idealizirano steno s
predpostavljenimi parametri.
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Slika 4.13: Prostorska povprecˇja elementov napetostnega tenzorja σ¯ij v primeru, ko
neon obteka idealizirano steno.
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Slika 4.14: Prostorska povprecˇja elementov napetostnega tenzorja σ¯ij v primeru, ko
argon obteka idealizirano steno.
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Spodnji dve sliki prikazujeta primer, ko neon in argon obtekata steno iz LiF.
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Slika 4.15: Prostorska povprecˇja elementov napetostnega tenzorja σ¯ij v primeru, ko
neon obteka LiF steno.
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Slika 4.16: Prostorska povprecˇja elementov napetostnega tenzorja σ¯ij v primeru, ko
argon obteka LiF steno.
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68
5 Diskusija
V tem delu bomo ovrednotili in razlozˇili izsledke teoreticˇne analize, ki smo jih pred-
stavili v prejˇsnjem poglavju. Najprej se bomo osredotocˇili na izpeljane vrednosti
makroskopskih komponent hitrosti in elementov napetostnega tenzorja v odvisnosti
od polozˇaja vzdolzˇ stene in globalne hitrosti prostega toka. Nato se bomo posvetili
vprasˇanju, kaksˇno vlogo imajo izpeljane velicˇine kot robni pogoji v analizi stabilnosti
na podrocˇju mehanike fluidov in kako vplivajo na stabilnost preprostih tokovnih polj.
Najprej si ogledamo rezultate izpeljav komponent hitrosti v odvisnosti od polozˇaja. To
prikazujeta sliki 4.1 in 4.2. Razvidno je, da sta komponenti hitrosti vx(x) in vy(x) pe-
riodicˇni funkciji polozˇaja x s periodo L0, pri cˇemer sta funkciji fazno locˇeni za cˇetrtino
periode (L0
4
). To je mogocˇe ugotoviti z ogledom funkcij (3.32) in (3.40). Periodicˇna
odvisnost komponent hitrosti je posledica sipanja delcev ob steni, saj se v splosˇnem
delci plina od valovite povrsˇine sipljejo nesimetricˇno glede na y oz. yˆ osi referencˇnih
sistemov, prikazanih na sliki 3.1, pri cˇemer dolocˇa povprecˇni kot smeri gibanja odbitih
delcev periodicˇna funkcija polozˇaja x, ki jo predstavlja izraz (3.23). Podoben rezultat
dolocˇitve makroskopskih povprecˇij komponent hitrosti ob steni sta v svojem delu pred-
stavila avtorja Priezjev in Troian, ki sta obravnavala soroden problem prek numericˇnih
simulacij molekularne dinamike [51].
Ko povrsˇina oziroma stena miruje, klasicˇna teorija predvideva, da sta komponenti
makroskopske hitrosti ob steni enaki nicˇ, kar poimenujemo tudi kot robni pogoj brez
zdrsa:
vx(xS, yS) = 0,
vy(xS, yS) = 0,
(5.1)
kjer xS in yS oznacˇujeta polozˇaj stene v domeni. Ta robni pogoj se sklada z rezultati
izracˇunov, napravljenih za idealizirano povrsˇino, za katero velja razmerje h
L0
<< 1. Na
sliki 4.1 je namrecˇ razvidno, da je prostorsko povprecˇje komponent hitrosti v¯ enako
nicˇ, kjer prostorsko povprecˇje neke velicˇine ψ definiramo kot:
ψ¯ =
1
x0
x0∫︂
0
ψ(x)dx. (5.2)
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Po drugi strani sta v primeru obtekanja stene iz LiF, ko je razmerje h
L0
nekaj redov
velikosti vecˇje kot v primeru idealizirane stene, komponenti hitrosti vx(x) in vy(x)
nesimetricˇni glede na os x oziroma je njuno povprecˇje po prostoru razlicˇno od nicˇ, kar
je vidno na sliki 4.2. To ne pomeni, da za povrsˇino LiF pogoj brez zdrsa ne velja,
temvecˇ je vzrok za asimetrijo najverjetneje dejstvo, da smo pri dolocˇitvi funkcije f+,
uporabljene pri izpeljavah makroskopskih velicˇin, predpostavili prevecˇ enostaven model
dinamike sipanja delcev od povrsˇine.
Na slikah 4.3 in 4.4 je razvidno, da se z narasˇcˇanjem hitrosti toka dalecˇ stran od stene
(oziroma v enakovrednem primeru narasˇcˇanjem hitrosti stene) w amplituda spremi-
njanja hitrosti vzdolzˇ stene manjˇsa in je v limiti, ko gre w prek vseh meja, enaka nicˇ.
Manjˇsanje amplitud spreminjanja komponent vx(x) in vy(y) je posledica dejstva, da
se pri vecˇjih vrednostih w povecˇa prispevek vpadajocˇih delcev k statisticˇnemu pov-
precˇju hitrosti delcev ob steni, ki je obenem neodvisen od polozˇaja x. Pri tem je
amplituda spreminjanja hitrosti vzdolzˇ stene vecˇja v primeru, ko fluid obteka steno iz
LiF. Potrebno je tudi dodati, da pri izpeljavah statisticˇnih povprecˇij nismo uposˇtevali
stisljivosti toka, zaradi cˇesar so napovedi amplitud vx(x) in vy(y) pri vrednostih w,
ki so manjˇse od zvocˇne hitrosti c pri danih pogojih (T = 20 ◦C in p = 1,0135 bar),
vprasˇljive.
Nadalje se posvetimo rezultatom izpeljav elementov napetostnega tenzorja, ki jih pri-
kazujejo slike 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 in 4.12. Razvidno je, da so tudi elementi nape-
tostnega tenzorja σxx(x), σyy(x) in σyx(x) periodicˇne funkcije polozˇaja x (kot je bilo
omenjeno predhodno, elementov σzx, σzy in σzz nismo izpeljevali, ker so trivialni ozi-
roma neodvisni od x). Pri tem se vsi elementi napetostnega tenzorja spreminjajo s
periodo L0. Prostorski povprecˇji diagonalnih elementov σ¯xx in σ¯yy, kot ju definira iz-
raz (5.2), sta nenicˇelni tako v primeru obtekanja idealizirane stene kot tudi v primeru
obtekanja realne stene iz LiF, kar je pricˇakovano v skladu s klasicˇno teorijo mehanike
fluidov. Prostorsko povprecˇje izvendiagonalnega elementa σ¯yx je nicˇno za primer ob-
tekanja idealizirane stene, ko je w = 0 m
s
, kar se prav tako ujema s klasicˇno teorije
mehanike fluidov. Ta predvideva, da je tangencialna napetost v mirujocˇem fluidu ob
steni enaka nicˇ, kar lahko zapiˇsemo kot:
σyx(xS,yS,w = 0) = 0. (5.3)
Po drugi strani se v primeru obtekanja realne povrsˇine iz LiF povprecˇje tangencial-
nih napetosti σ¯yx razlikuje od nicˇ, kar pomeni odstopanje od zgornjega pogoja in je
posledica nepopolnosti modela, s katerim smo popisali sipanje.
Prostorska povprecˇja in funkcijske oblike elementov napetostnega tenzorja so enake v
primerih, ko povrsˇino obtekata neon in argon, saj predhodno prikazani rezultati veljajo,
ko je w = 0 m
s
in ko je temperatura T ter posledicˇno povprecˇna kineticˇna energija del-
cev konstantna. Po drugi strani se prostorska povprecˇja oziroma povprecˇne vrednosti
in funkcijske oblike elementov napetostnega tenzorja razlikujejo v primerih, ko obrav-
navamo obtekanje idealizirane povrsˇine ali realne povrsˇine iz LiF, kar je posledica veliko
vecˇjega razmerja h
L
v slednjem primeru.
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Na slikah 4.13, 4.14, 4.15 in 4.16 je razvidno, da v odvisnosti od hitrosti prostega toka
w prostorsko povprecˇje elementa napetostnega tenzorja σ¯yy monotono pada, prostorski
povprecˇji elementov napetostnega tenzorja σ¯xx in σ¯yx pa imata na intervalu w ∈ [0,∞)
globalni ekstrem pri vrednosti wmax. Pri tem je razvidno, da se slednji velicˇini pri
majhnih vrednostih hitrosti prostega toka w povecˇujeta linearno. Na slikah 4.15 in
4.16 je razvidno odstopanje od nicˇne vrednosti povprecˇja σ¯yx pri hitrosti w = 0
m
s
, kar
je vnovicˇ posledica preprostega modela sipanja delcev od povrsˇine.
Rezultati izpeljav elementov napetostnega tenzorja torej kazˇejo na to, da se lahko
strizˇna napetost na stiku med povrsˇino in steno pojavi v primeru, ko ima stena peri-
odicˇno obliko, ki jo je mogocˇe popisati z neko trigonometricˇno funkcijo oziroma vrsto.
V podpoglavju 3.5 smo pokazali, zakaj v primeru hitrostnega polja, v katerem smo
izpeljane velicˇine vi(x) in σij(x) uposˇtevali kot robne pogoje, pricˇakujemo prostorsko
periodicˇnost resˇitev gibalnih enacˇb. Posledicˇno je mogocˇe problem stabilnosti toka
zapisati v obliki neskoncˇnega sistema linearnih enacˇb, pri cˇemer so tudi lastne vrednosti
operatorja periodicˇno odvisne od polozˇaja v prostoru.
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6 Zakljucˇki
V magistrskem delu smo izpeljali izraze za makroskopske velicˇine ob steni, ki dolocˇajo
vedenje na prostorskem nivoju kontinuuma. Izpeljane izraze smo uporabili kot robne
pogoje v analizi stabilnosti tokovnega polja in pokazali njihov vpliv na stabilnost. Pri
tem smo prispeli do sledecˇih pomembnih ugotovitev:
1. Izpeljali smo izraze za makroskopska povprecˇja komponent hitrosti in za elemente
napetostnega tenzorja ob monokristalni povrsˇini oziroma steni in pokazali, da so
to periodicˇne funkcije polozˇaja vzdolzˇ stene.
2. Iz izpeljav smo ugotovili, da sta amplitudi, s katerima se komponenti makroskop-
ske hitrosti vx(x) in vy(x) spreminjata vzdolzˇ stene, monotono padajocˇi funkciji
hitrosti toka w dalecˇ stran od stene.
3. Ugotovili smo tudi, da je povprecˇna vrednost elementa napetostnega tenzorja
σ¯yy monotono padajocˇa funkcija hitrosti toka w dalecˇ stran od stene, medtem
ko imata povprecˇni vrednosti elementov σ¯xx in σ¯yx globalni ekstrem pri neki
vrednosti wmax.
4. Uspeli smo pokazati, da z vpeljavo izpeljanih izrazov v analizo stabilnosti tokov-
nega polja dospemo do linearnega sistema enacˇb, za katerega velja, da so njegove
lastne vrednosti periodicˇne funkcije polozˇaja.
V nasˇem delu smo uspeli prikazati, kako je lahko vedenje sistemov na makroskopski
prostorski skali, kakrsˇen je na primer tok fluida, odvisno od lastnosti sistemov na
mikroskopski skali. To predstavlja mozˇen nacˇin, kako pojasniti temeljne vidike pojavov
na podrocˇju mehanike fluidov.
Pri nadaljnjem raziskovalnem delu bi bilo mogocˇe v dolocˇenih vidikih nadgraditi teo-
reticˇno obravnavo problema. Sipanje delcev ob steni bi lahko popisali z bolj tocˇnim
teoreticˇnim modelom, ki bi uposˇteval bolj zapletene interakcije med delci in steno ozi-
roma bi temeljil na formalizmu kvantne mehanike. Prav tako bi lahko z nadaljnjo
obravnavo sistema linearnih enacˇb, ki dolocˇajo stabilnost tokovnega polja, dolocˇili la-
stne vrednosti sistema in razjasnili vpliv velicˇin ob steni na stabilnost toka. Problem
stabilnosti tokovnega polja bi lahko obravnavali tudi prek numericˇnih metod resˇevanja
enacˇb mehanike fluidov, pri cˇemer bi v resˇitvi kot robne pogoje uposˇtevali izpeljane
makroskopske velicˇine ob povrsˇini.
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